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« 俄罗斯数学教材选译》序 


从上世纪50年代初起，在当时全面学习苏联的大背景下，国内的高等学校大量 
采用了翻译过来的苏联数学教材.这些教材体系严密，论证严谨，有效地帮助了青年 
学子打好扎实的数学基础，培养了一大批优秀的数学人才.到了 60年代，国内开始 
编纂出版的大学数学教材逐步代替了原先采用的苏联教材，但还在很大程度上保留 
着苏联教材的影响，同时， 一 些苏联教材仍被广大教师和学生作为主要参考书或课外 
读物继续发挥着作用.客观地说，从解放初一直到文化大革命前夕，苏联数学教材在 
培养我国高级专门人才中发挥了重要的作用，起了不可忽略的影响，是功不可没的. 

改革开放以来，通过接触并引进在体系及风格上各有特色的欧美数学教材，大 
家眼界为之一新，并得到了很大的启发和教益.但在很长一段时间中，尽管苏联的数 
学教学也在进行积极的探索与改革，引进却基本中断，更没有及时地进行跟踪，能看 
懂俄文数学教材原著的人也越来越少，事实上已造成了很大的隔膜，不能不说是一 
个很大的缺憾. 

事情终于出现了一个转折的契机.今年初，在由中国数学会、中国工业与应用数 
学学会及国家自然科学基金委员会数学天元基金联合组织的迎春茶话会上，有数学 
家提出，莫斯科大学为庆祝成立250周年计划推岀一批优秀教材，建议将其中的 一 

些数学教材组织翻译出版.这一建议在会上得到广泛支持，并得到高等教育出版社 
的高度重视.会后高等教育出版社和数学天元基金一起邀请熟悉俄罗斯数学教材情 
况的专家座谈讨论,大家一致认为:在当前着力引进俄罗斯的数学教材，有助于扩大 
视野，开拓思路，对提高数学教学质量、促进数学教材改革均十分必要.《俄罗斯数 
学教材选译》系列正是在这样的情况下，经数学天元基金资助，由高等教育出版社组 
织出版的. 


《俄罗斯数学教材选译》序 


经过认真选题并精心翻译校订，本系列中所列入的教材，以莫斯科大学的教材为 
主，也包括俄罗斯其他一些著名大学的教材.有大学基础 课程的 教材，也有适合大学 
高年级学生及研究生使用的教学用书.有些教材虽曾翻译出版，但经多次修订重版， 
面目已有较大变化，至今仍广泛采用、深受欢迎，反射出俄罗斯在出版经典教材方面 
所作的不懈努力，对我们也是一个有益的借鉴.这一教材系列的岀版，将中俄数学教 
学之间中断多年的链条重新连接起来，对推动我国数学课程设置和教学内容的改革， 
对提高数学素养、培养更多优秀的数学人才,可望发挥积极的作用，并起着深远的影 
响，无疑值得庆贺，特为之序. 


李大潜 

2005年10月 



第三版前言 


这本书的意图是想要当作学习高维复分析的入门教程，就是说，它包括了多复 
变量的全纯函数理论，全纯映射以及复欧氏空间中的子流形.本书是作者的《复分 
析导论（第一卷)》的后 续篇； 某些在那里仅只提及的思想都可在本卷中相应部分 


找到 


比起一维的理论来，高维复分析还相当年轻.如果不算上 G . 雅可比在1830年 

和1857年的工作,狄东 （ F . Didon ) 1873年的工作，在这些工作中已出现了二元复函 
数及其积分；也不算上 Ch . 埃尔米特在1852年和丄西尔维斯特在1854年和1857 

年的工作,这些工作均致力于解多变量方程组，高维理论的发端则可追溯到1879年, 

那时 K . 魏尔斯特拉斯发表了他的文章《与多变量解析函数有关的若干定理》.高 

维理论的另一位创立者是亨利 • 庞加莱 (1854 — 1912) .在1883年他发表了一篇论 

文，其中证明了两个变量的局部有理函数是两个整函数的商（在1895年，这个结果 
被他的学生库赞 （ P . Cousin ) 推广到了任意多个变量的情形).同 一 年，他与皮卡合 
作，开始研究复空间的代数子流形.在1886年到1887年的文章中，庞加莱推广了二 
元函数的柯西定理，并建立了高维留数（残数）论的基础. 

高维复分析的第一个繁荣时期可追溯到20世纪初.1907年庞加莱发表了一篇 
论文，预期了其后的关于复欧氏空间中区域的双全纯映射的研究.大体在相同的时 
间，出现了哈托格斯的一大系列的文章，均致力于多元函数的解析延拓问题，同样还 
有莱维的重要工作. 

但是，在随后相当长的一个时期中，复分析的高维问题研究落后了，关注它的数 
学家只占单复变论的专家们中的一小部分. 

到了 20世纪60年代情况发生了迅速的变化，这时高维问题开始吸引其他领域 

中的数学家和理论物理学家的注意.其中的一个明显的理由来自于从20世纪30年 
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代开始的 H . 嘉当，闪洁和其他一些人的研究，这些研究把高维复分析与代数，拓扑 
和代数几何联系了起来.另 一 个原因是与博戈柳博夫，弗拉吉米洛夫，约斯特 ( Jost ), 
怀特曼 （ Wightman ) 等人在20世纪50年代的发现有关,他们把多复变论用到了量 
子场论中. 


接着就出现了高维复分析的第二个繁荣期，它一直持续到现在.这个领域中的 
新老结果在分析、微分几何、代数几何中得到了大量应用，特别是在当代数学物理 

中的应用.掌握高维复分析的基础对许多现代数学领域中的任何一位专家来说都变 

成必须的了. 

相对于过去十几年中高维复分析的迅猛发展，本书相对其 f 一版 （1976 年）做 

了大量的重写工作，但是要详细描述这种变化还是无能为力的.我们只是作为应用 
的例子，提及了最近由彭罗斯提出的解决麦克斯韦方程的扭子方法的一个初等阐述. 

本书这一卷的基础是我在莫斯科大学时学校所给的一系列的“特殊课程”，它是 
由“函数论和泛函分析”分部所支持的一种课程.在进行这一版的工作中我大量釆 
用了我的朋友和学生们的建议，对他们我谨表示深深的谢意. 


沙巴特 
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第 I 


早 


多变量全纯函数 


对于在多复变函数领域的初学者而言，最大的困难可能是缺少简单而直观的几 
何观念.因此，我们从一开始便注意到了复空间的特性并且详细地描述了其中许多 
最简单的区域. 


§1 . 复空间 


1. 空间 c n 

考 虑偶数 维的欧氏空间 M 2 n ， 它的点是 2 n 个实数的有序数组( XI ,.--，: r 2n ). 令 

, n ), 从而我们在其中引进了复结构.在后文中.我们常常 
x v 4- iy v (y = 1，…， n ). 由 n 个有序的复数组作为点 


Xu — Xi/ ""h = 1 ， 

j 己 x n ^ v — y v 


參 馨 


，故而有 


( 1 ) 


=(々，•••，之 n) 


构成的空间被称做 n 维复空间并以 C n 表示.特别地， 当 n = 1 时我们得到了 
C 1 = C ， 即复数的平面表示.空间 C " 


个平面的笛卡儿乘积 


( 2 ) 


C n = Cx 


x C 




次 


于是, n 维复空间 e 的点就是 2 n 维实空间 R 2 n 的点.然而在 R 2n 引进复结 

构立即就在此空间中引进了某种非对称性：不是其中所有的坐标都是等价的（例如， 
我们把和 x n + i 组合成复数 z l 5 然而 A 和 a : 2 则没有这种组合). 



章多变量全纯函数 


在 C n 中自然地引入了在域 C 上的向 量空间 结构; 其加法和对复标量 A 的乘法 
按坐标定义为 

时写成 

向量.空间 R n { x ) 由形如 

1时,它即是实轴). 

在 C 71 中定义有埃 尔米特 ( Hermite ) 内积 


Xz n ). 向量 z G 有 


(z\ H- - - - , z n + w n ),Xz = (A^i, 

x + iy 的形状，其中 z = (A, … ,x n ),y = [yu … ,2/n), 它们是 M n 中的 




x ^ iO 的向量构成，我们称其为 C n 的实子空间（当 




(z,w) = J2 


(3) 


Z v VJ v , 


它具有显见的性质 


(忉， 2：) ( z ^ w ), ( Xz , w ) = A ( z , w )^ 


(4) 


+ mn +„ 则根据⑶有 


其中 XeC 为任意复数.如果 


Zjy — Xfy ^ VJ 


^ — ^ n -\- v ) ^ 


{ z , w ) = 


由此可见，如果我们己把2和 W 看作中的向量，那么，埃尔米特内积的实部 

Re ( z , w ) 就是 z 和 w 的欧 几里得内积. 虚部 lm ( z , w ) 在交换； 2 ：和 w 时改变了符号, 

时它化为零： 


而当 


2n 


E 


{z,z) = Y j x 


或者 


(5) 




是欧几里得长度（模）的平方,其中的 z 被看为 R 2 n 中的向量.我们还注意到另一个 

明显的关系式: Im ( z , w ) = Re ( z , iw ). 

C n 中的包含点#的 实超平 面是这样的点 z 的集合,使得向量实正交于 
某个定向量 a #0: 


, a ) = 0或者 Re ( z , a ) = P , 

其中 0 为某个实数.每个这样的超平面都被纤维化为余维为2的实平面 


( 6 ) 


Re(z 




⑺ 


(z^ Cl) = by 


其中的 b = p + i /3，， 顶/3, 是任意的实数 1】 . 形如⑺所代表的平面被称做 C n 中的 

复超 平面. 


现设己知 fc 彡 2 n 个向量 G C n ， 它们在 R 上线性无关；由 fc 个实方程组 


⑻ 


Re(z, a M ) = /3 m , p = l, … ， k, 

D 事实上，复方程 (7) 等价于两个实的方程: Re ( z , a ) = PJm ( Zj a ) = 第一个方程等同于⑹， 

而第二个方程可化为 Re (2, ia ) = 从而表示了另一个显然不同于 （6) 的实超平面. 



所描述的点 zeC n 组成的集合称之为余维 / c 的实平面或者说， m = 2 n-k 维实平面 
(当 A : 二 2 n 时，这是一个点).如果这些向量#在 C 上线性无关（设其个数 /e < n ), 

则由复方程组 


⑼ 


( c ， a ") == fc "， f.1 — ly 


，/ c ， 


• 籲 _ 


— k 的复平面.因为这个 


所描述的点集被称之为余维 fc 的复平面，或者维数 
方程组可以改写为 2 fc 个实的线性方程组 Re ( z , a ^) = Re b ^ n Re ( z , ia tl ) = Im 以 


m — n 


fc ) 在 R 上线性无关，故而这是实余维 2 fc 的平面. 

但是并非所有偶实余维的平面 nc €- 都是复平面，这是由于引进的复结构所 
产生的非对称性引起的.（我们在前面已谈到过它).对于包含了点2 = 0的平面,可 

以找到一个简便的判别办法： 平面 n 3 0 是个复平面当且仅当对任意 zeu , 向量 

iz e n. 


及向量组 = 1、 


_ _ ■ 


必要条件是显然的，因为由条件 ( z , a ^) = 0得到了 ( iz , a ^) = 0. 反之，如果 n 
满足这个条件,则由;^ n 得出 （a + ia f )z e n , 其中 a , a f eR 为任意数,就是说, n 
是 c n 的一个复子空间.如果在 n 的正交补空间（关于 c n 中的埃尔米特度量）中选 
取基 a 1 ，…乂’，则 z 属于 n 的这个性质由方程组 （¥") = 0^ = 1, 

意味着 n 是个复平面. 


k 给出，这 


镰響籲 


得出 


例题. 平面 III = {z € C 2 : = Z2 } 是复的,这是因为由之1 

平面 n 2 - {2 g c 2 ： 2i = z 2 } 尽管与 A —样具实维 2 ,但并非复的平面，因为如果 

则当22 一 0时，如 — 


=之2 


IZ\ — IZ2 


之1 =之2, 


IZ 2 


我们注意到，与超平面不同,余维为 k > 1的实平面不必一定包含有（非平凡的) 
复平面.对于平面 n 3 0具最大维数的复平面 n c cn 显然是 n 与平面 zii 的交集, 
后者由向量 t 组成,其中的 zeu. 如果 k > 1, 交集 n e = nf | zn 可能会变为 z = o 

(就像上面例题中的平面 n 2 ). 

称复一维平面为复直线 1 \它们由 


1个复线性方程所定义，并可写成下面的 


n — 


形状 


0 


0 


之 n —之 


^ 

/^\ _ >6 


( 10 ) 




CJi 


) 是该直线上的一个点，而0；=(心，… , a ; n ) ^0为给出其方向 


其中= ㈤ ， 

的一个向量（它被确定到一个复的比例因子).以 C 表示 （10) 中比的公共量,则此复 
直线方程组可改写为参数形式： 


0 




= 


( 11 ) 


在中我们有通常的欧 几里得度量， 在此度量下两个点2和 W 之间的距离等 


〉 事实上，这是实二维平面 




多变量全纯函数 


^1;这个度量的埃尔米特形式为 


于 


z — 


2n 


Y^dxl = []| 也| 2 ， 

V=\ V—\ 

其中 \ dz v \ 2 = dxl + dx ^ + v . 有时，我们会考虑这种度量,在其下两点 2 和 w 之间的 
距离具有形式 


2 


(12) 


ds 


(13) 


z — w\\ — max z v — w v 


满足度量公理： a) p(z ， w) = p(w, z) ( 对称公理 ) ； b) p(z, w) ^ 0, 

;c) p(z,w) ^ p(z,w f ) + p(w\w) ( 三角公理）氺 


* 证明， p{z,w) 

且等号成立仅当 z = 


z — w 




< r} 表示了在复直线 C(z u ) 上圆盘{|〜 -a v \ < r} 

的乘积，称其为 多圆盘 （参看下面的小节).相应于此，度量 （13) 也被称做多 圆盘度 
量.下面显然的双重不等式 


在度量 （13) 下的球{|| 


z — a 


(14) 


z — W 


表明，在所引进的两个度量给出了 中同一个拓扑. 

最后，我们来描述空间 e 的紧化，即添加其无穷远处的元素.为此，令 


(15) 


, 71] UJq ^ 0), 


(P = 1 ， 






山0 


以在其中引进齐次坐标 
并且反过来，任意数组 UJ = ( o ；0, 

对应了同一个点2 G C 71 . 除去这个齐次坐标 o ； o 的特定情形，我们在 C n 中添加上 


这样的坐标确定点2到一个复比例因子 A # 0, 

^ n ),^0 ^ 0以及它的比例数组 Ao ; 按公式 （15) 


山0, 


非正常元素（即无穷远元素)，它们对应了形如 (0,0；!,... ， w n ) #0的数组.于是任意 
数组 W = _，•••对应于某个空间 的点； 我们称这个空间 为复射影空间 ，以 
CIT 表示它，或简单地记为 IT . 更准确地说，不是那些点组0；自身的点，而是它们 

按下述关系的等价类 


Ac /， 其中 A 一 0为某 


，如果这些数组成比例，即 


// 


个复数.包含了数组^的等价类被记作 M . 

在紧化下，我们对 C " 补充了点 [ O / o ;], 其中 '0； =(心，…，叫）笋 0. 这些点可以 

等同于等价类卩它们的集合显然代表了奇异的 


1维射影空间，记其为 PSo 


-1 


n — 


因此， 


71—1 


(16) 


1情形的紧化中才补充了一个单点： P 1 = C 二 C + { oo } 


而且只在 


n = 


* 证明，任意复直线 Z C C n 在紧化时补充了一个单点. * 


对等价类 M 有一个好的几何表示，它给出了 C -+ 1 中一条通过原点的复直线: 


之 n+1 


Zl 






它的方向 o ; = (^, •••,%)也确定到一个复数因子 A # 0,而与其不等价的数组对应 


于不同的 直线. 因此, P n 也可表示为 C n+1 中 通过原点的复直线的集合. 特别地 ， C 

中的点对应于 C -+ 1 中那些吻# 0的过原点的直线，而无穷远点对应于 
直于向量（1，0,... ,0)€ C n +1 ) 的那些直线. 

直线 l ： z ^ u ； C(uje C n + \( eC ) 完全由它与球面 5 2n+1 = {z e C n+1 

l , 那么这个交集由条件 | u<l = ICI = 1决 


o ( 垂 


UJq — 


= !} 


的交所描述.如果（不失一般性）设 
定，它代表了复直线/上的一个圆.将这样相交出的圆 I n s 2 n + i 粘合为一个点， 1〉 我 
们又得到了 P " 的一个表示.这是对所熟知的实射影空间 WP " 模型的一个复 类比; 


在实的情形，我们把 M n +1 中的实直线与球面交出的一对点粘合为一个点. 

所描述的这个模型让我们在空间上可以引进一个自然的度量.就是说，对于 
点 M 和 M 之间的距离我们釆用 C -+ 1 中两个圆7和 7' 之间的欧几里得距离.其 

中的7和 Y 分别代表在球面5 2 - +1 上的这两个点（我们假定丨 
的计算给出 


1)- 初等 




= min \Lue 


6 £ f 


i(G-e f ) 


= min 2 {l — Re [( o ;， a/)e 

6 

= 2(1 — |( cj ， 山’)|)， 


或者，如果 o ; 和 o / 在具有任意模时， 


1 ( 山〆 )1 


p 2 ( M,KD 


(17) 


= 21- 


MM 


如果在这里假定 CJ f = CJ -^ du 并舍去关于 1 — 1 的二阶以上的小量，我们便得到相应 
的度量形式： 


(cj ， cu)(dcj ， dcj) — (uj , dcj) (dcj ^ lj) 

(山，山 ) 2 


(18) 


ds 


称这个度量为富 比尼-施图迪 （ Fubini - Study ) 度量， 它是在 C = P 1 上的球面度量 

1时引进局部坐标 


的高维推广（如果在 

|心| 2 /(1 + \ z \ 2 ) 2 , 这正是球面度量形式). 


* 1. 证明，由形式 （17) 定义的度量形式满足距离公理.（提示：在证明三角不等式时利用集 
合间的距离概念 

2. 有时对于两个点 M，M GP n 间的距离我们釆用量 d 

用公式 d = 2 arcsin ^通过 p 表示，它等于代表 M 和的 C n+1 中复直线上相应的实直线间 
的最小夹角 .* 

n 球面具实维 2n + 1，而粘合圆为一个点使其维数减少了 1. 因此，我们所得到的模型的 
实维数等于 2n. 


1(—)1 


证明 d 可以利 


arccos 




MM 






多变量全纯函数 


最后我们注意到，在某些问题中还釆用了 C " 的另一种紧化，从而导致一个所谓 

G ( n 个) . P 的无穷远点的集合被分成了 n 个集 
e C ， 其中 " # i /}， 其中每一个的复维均为 n - 1;它们全体 


的函数论式的空间 c n -c 


x 


x 


_ » 擊 


合 {: e C 

相交于点 （ oo , …， oo ) 


Z v — 00 


2. 最简单的区域 

在此我们将描述在空间 C " 中最简单的几个区域的例子.像通常那样，我们所 
指的区域是开的连通集,而集合的开性意味着每个属于它的点及其该点的某个邻域 
也属于此集合，而开集合 D 的连通性意味着，对任意点 

[0,1] — D ， 使得 7(0) = 2: , ,7(1) = ^ 

(1) 半径为 r , 中心为点 aeC n 的球定义为点集 

B(a, r) = {z E C 

这是通常的欧 氏球; 其边界紐是个 （2 n - 1) 维球面 


€ D , 存在连续道路 


// 


Z , >6 


// 


7 


( 1 ) 


_ 


2n—1 


{z ^ C n : \z — a\ = r }. 

(2) 多圆盘（或多圆柱)，其半径为 r , 中心为 a e C ' 定义为点集 

a\\ < ?'}. 


S 


( 2 ) 


U(a ， r) = {zeC 

这是中心于 a 的，在多圆盘度量 p 下的球.它表示了 n 个半径为 r ， 中心在点 
的平面圆盘的乘积.还可以考虑更加一般的情形，即中心在 d 而具向量半径 
( n , … ，〜） 的多圆盘： 


_ 


V 


， n } 


(3) 


U[a, r) = {z 

多圆盘的边界況/是那样的点2的集合,其中至少有一个坐标〜属于构成 U 
的第 Z / 个圆盘的边界，而其余的坐标 〜 （/i / 可在闭圆盘内任意变动.这个边界 
以自然的方式分解为 n 个集合 


z v - a v < r v ,v = 1 , 


參 • • 




Y v = {z 


I ~ \^u, — a" 


它们每一个的维数为 2 n - 1 (因为点 2 的 2 n 个坐标以一个实关系式 

相关 联). 因此，多圆盘的总边界況/ 

个 n 维集合 


— ~ ^V 


IJ P " 为 2 n - 1维.所有集合相交为一 


=1，…，几}， 


— CL 


>6 






称其为该多圆盘的骨架，它是^个圆的乘积. 

我们来仔细描述半径为1，中心在原点的双圆盘 


U = {zeC 2 ： \z 1 \<l,\z 2 \<l} 




§1 


这个四维体是两个圆柱体的交集 


xf + X! < 1 和 X2 + < 1. 


它的边缘为三维体：況/ = ^ijr 2 , 其中 r 1 = = i ,\ z 2 \ ^ 1} 也是个三维体，它 

彡1}，而 r 2 是类似的情形.该 


U ^ 1 

?=0 

双圆盘的骨架 r = r 1 or 2 为二维的.这是个环面 r = {| 2l 

映射 a 二 

成 r， 其中的这个粘合由图1 显示,它将对边等同（因为= e^), 而这样的 
粘合给出了一个环面.环面 r 可以看成是一个单参数圆族= e i 0 \\ z 2 l = 1} 和 

{|2：i| = l , z 2 = e l ° 2 },0 ^ 6> i ,6>2 < 2ji ( 图 1 上显示了每个族中的一个代表 元). 它可以 

作为两个三维圆柱 {4 + 4二 1} 和{㈣ + x! = l} 的交集，而且显然地，落在 R 4 中 

的（三维） ^cffi { x \ + x \ + 4 + x 芝 = 2} 上. 


被纤维化为单参数的圆盘族: r 1 = 


e ，幻 


1}； 事实上， 

将带有粘合正方形 {0 ^ 6 >i < 2 jt ,0 ^ (9 2 < 2 jt } 同胚地映 


1，^2 


i ❸1 


ie 2 


, Z 2 = e 


因此，双圆盘几何上应该可以这样表示：需要在 C 2 中取一个（三维）球面{|2| = 
V 2 }, 并在其上选取环面 r = = i ,\ z 2 \ = 1}. 在这个环面上张开两个三维体 

r 1 = {|zi| = 1 ， | 句 | < 1} 和 r 2 = {Ini < l, \ z ^\ = 1 }, 它们位于球层 {1 < |之| < \/2} 
中；其并集 rMjr 2 是双圆盘的边缘. 

(3) c n 中的多圆形 （或 多圆柱形）区域是 n 个平面区域的 乘积： 


(4) 


x D n 


D = Di x 




(多圆盘是这种区域的特殊情形).如果所有的为单连通区域，则 D 同胚于球.多 
圆形区域 D 的边界可分为 n 个维数为 （2n - 1) 的集合： 


r — I Zy G dDi/^ G /jj ^ 

所有这些 I- 的公共部分是个 n 维的集合 


r = {z : z v G dD v , v 


1，…， n }， 
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称其为多圆形区域 D 的骨架 


(4) 中 心在点 aeC n 的赖 因哈特 （ Reinhardt ) 区域 （或者 n -圆形区 域)，它被定 

义为具有下列性质的 区域: 对区域中的每个点 


{ z % 以及所有形如 


0 _ 




0 


Wv + ( 


) 〆 〜}， 0 < 6> 〆 2丌 


— a 


的点都属于此区域 


称中心在 a 的赖因哈特区域为完全的，是说如果连同属于此区域中每个点 

1， …， n 的点也都属于此区域. 

显然，球和多圆盘是完全赖因哈特区域.在 n = 1时圆环 {r < \z - a \ < i ?} 不 

是个完全赖因哈特区域，而圆盘 {| z 则是完全的. 


0 


厶， 


所有满足 


0 


Zjj — (X 


Z U — a v\^ v 


不失一般性，可以假定赖因哈特区域的中心 a = 0 (可经移动得到).这样的区域 

且具所有可能 


连同其每个点 {‘} 也包含了所有那些具有相同模= 1， 
辖角的点.有了这个论断，我们便可考虑映射 


71 


m _ 


a 


，之 n )， 


⑸ 


oi{z) =- (Ul|, 


它把 2 n 维空间 C n 映到77维空间 1 R ' 更准确地说，映到了所谓的绝 对相限 M 

R 丄 x 


[0, oc ) 为非负数半轴.这个映射 


C n — R 车把赖 


x R + 中，其中 R 


a : 


• 攀 # 


个 


因哈特区域 D 映到点集 C M !^， 我们称其为赖因哈特区域 P 的像（或图).如果 
D 是完全赖因哈特区域，则与每个点{|^|} 一起的还包含了所有的直角平行体 

{1^1 ^ 


^0 


I ，..- ， n } 


z i 


图 


所描述的这个图完全给出了赖因哈特区域的一个特征刻画,而且维数降低了 n ; 

2和3,我们构造出了它的可视图像.在图2和图3中的图像对应 n = 2和 

3时的球{卜| < 1} 和多圆盘{|〜| < 1} 的赖因哈特 的图； 在它们的第二个中显 
示出了集合和骨架 r . 

(5) 具对称平面 {〜 二 a n } 的哈 托格斯 ( Hartogs ) 区域. 它定义为具有下面性质的 

区域:与属于此区域中每 个点/ = —起的，还有任意点％ = (4, 


对于 


n 二 


n — 


0 


，之 





« - a n ) e i6lt ),0 < 6 n < 2 n 也属于此区域.称 一 个哈托格斯区域为完全的是说，如 
果与每个属于它的点# 一起的，还有所有那些满足 

的点2也属于此区域.显然，哈托格斯区域比赖因哈特区域有 


— 1)， 




1, 


n 








1 


— 


— a n 


更多的构成类型. 


圆盘 


具对称平面= 0} 的哈托格斯区域可以被映到 (2 n - l ) 维的空间中，这只要 


利用公式 


⑹ 


P ( z ) = { zi , 


z n\) 


， ^n—l ， 


R + 即可做到. 

为书写方便,我们以4 = ( zi ， …，〜 -1) 表示点 z 在空间 C 71 - 1 的投影，而以 
表示 D 在 C ^- 1 中的投影（即对 zeD 的所有4的集合).完全哈托格斯区域的像 
与每个点 ( f z °,\ z ^\) 在一起的还包含了所有线段 {( r z °, \ z n \) 


定义的映射/3 : C 


C 


^ 1 ^ 1 }. 

2时是完全可以看见的.图4上画出 


^71 


了非完全哈托格斯 区域； 应该记住，在这个图上点代表的是圆，而位于/乃上的竖直 
线段代表的是圆盘.在图5上画出了在 C 2 中的球以及双圆盘.在这个图上可很好 
地看出边缘的三维圆盘 r 1 和 r 2 , 以及双圆盘的骨架 r . 

(6) 中心在点 aeC n 的圆形（区）域，与这个区域中每个点2 —起的，还包含了 
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图5 


所有 a - b ( z - a ) e z °,0< 6 <2 n 的点，即在经过2和 a 的复直线上的圆，其中心在 
半径为而完全圆形区域则是与 2—起的还包含了圆盘 {a + (z-a)C，|CI 彡 1}. 

0，则简单的变换(2：1, • • • , Z n ) I— > (zi/z n , - - - , Z n - i / z n , z n ) 将圆形区域变成 

0有奇点，从而只在 D \{ z n = 0} 有定义). 

(7) 管状 （或圆 柱状） 区域.被定义为具有下面性质的区域:与属于此区域的每个 

{^}还包含了所有点 z = { z °,+ iy v }, 


a. 


如果 


a 




了哈托格斯区域（这个变换在 


〜 --- 

厶 n — 


任意管 


点 


0 — 


= 1 ,- 

状区域均可表示为乘积形式 B x 其中 B 是所谓的底区域，它是 n 维实空间 

E-(x),x = (x 1? ... ，: r n ), 中的某个区域，而 R 7 %) 是点 y = ( yu …， y n ) 的实空间.因 
此，管状区域完全被它的底 B 所刻画，即一个实 n 维空间中的区域. 

^ z — x + iy , 其中的 x 和 y 为实的 n 维向量，那么管状区域可以符号记为 
T = B + iR n ( y ) 的形式，或者更细致一些，记为 r = {x +切： re € B，?/ e W 1 }. 当 


oo < y v < oo,v 


，几 




<y < oo}, 以及半平面 {x > a} 或 


1 时，管状区域显然为带状 {a < x < p , 


n 


一 oo 


{x < a } 


(iy = l ，".， n ) 将管状区域 T 变为某个赖因哈 
特区域从在此情形下，底区域 S 对应了 D+， 这是 D 在赖因哈特图上的像. 

(8) 广义上半平面. 在某些问题中，把点2 G (^ 2 表示为方形矩阵 Z = ( z jk ) J , 

颇为方便.设 Z* 二 ( z kj ) Z 的共轭转置矩阵 •，令 


我们还注意到，映射 9 


Z v S 


k 


1， 


，n 






⑺ 


2i {Z ~ Z ^ 


lmZ = 


(Zjfc — 俩足条件 = 


显然，这个矩阵是埃尔米 特的： 它的分量％ /c 


2 i 


为实数.我们约定记埃尔米特矩阵 W 〉0表示这个矩阵是正定 


特别地 

的，就是说，它的所有特征值都是正的. 


= w 


， w jj 


33 


称区域 


H = { ZeC n : Im Z > 0} 

为广义上半平面. 当 w = 1时，这是通常的上半 平面. 这个区域的边界由那些矩阵 Z 

组成，使得 Im Z 为非负，然而又不是正定的埃尔米特矩阵（其特征值非负且至少有 


⑻ 
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11 


一 个等于 0). 由于埃尔米特矩阵的特征值化为零的条件由实解析方程表达，故 
由一些 2 n 2 - 1维的实解析曲面组成. 

在 dU 上存在集合 r = { Z:ImZ = 0}, 称其为上半平面 F 的骨架.它由那些 

z kj 的矩阵 Z = ( z jk ) 所代表的点构成，即那些埃尔米特矩阵.埃尔米特 
条件由 n 2 个独立的方程表达，因此 r 的实维数等于 n 2 . 

我们特别留意 n = 2的情形，即空间 C 4 . 这时的广义上半平面 


满足 


Z jk = 


之 12 — ^21 


yn 


H < Z 6 c 4 


⑼ 


>0 


之21 一之12 


2/22 


2 i 


> 0定义（我们在其中令勺 fc = Afc +咖 7 c 并 

利用了西尔维斯特 ( Sylvester ) 判别法)，而它的边界由方程 y n y 22 

定,骨架则是实四维平面 2 /n 

我们还知道,非退化仿射变换 


由不等式2/11 > ^, ynV 22 


2 




- 7\ Z 12 ~ 之 21 


4 


决 


2 




= T Z 12 — 之 21 


4 


= Z /22 = 0 , ^12 = 芝 21 


^11 + ^22 之 12 + 221 

♦21 — 之 12) 


( 10 ) 


Z 


之 11 _ ^22 


将丑变到由不等式 y n 〉 m - y \ 2 ll >0 所定义的区域，即变到在锥体 
c = {yli - ?/22 - V \2 - vli > °}上的管状区域 r = e 4 (^) + ic , 更准确地说，是在这 

个锥体上由> 0 定义的那一叶 C+. 麟 dH 在此变换下变为况 7+ x R 4 (x), 而 

骨架变到实子空间 E 4 ( x ), 更准确地说，是这个空间与锥 C + 的顶点的乘积. 
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3. 全纯的概念 

多变量函数的全纯性是卷 I 中相应概念的推广. 


C 为 R - 线性的 （相应地 ， C - 线性的） 是说，如果 

€ C n 成立， 


定义 1. 称函数 f :C 

a ) l { z f + z n ) = l ( z f ) + l ( z ") 对所有 

b ) l ( Xz ) = Xl ( z ) M zec n 和所有 AgE (相应地 ， A e C ) 成立. 


z’ • z" 


上的任意 R - 线性函数具有形式 


n 


Z(2) = ^ : (0^ 之 |y ~h 


( 1 ) 


KeC, 


a 


V ， 


而 c - 线性的形式为 


n 


i ( ― E 


( 2 ) 


eC 


， 


a 
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R - 线性函数 I 为 C — 线性函数当且仅当 


( 3 ) 


Uiz ) — il ( z ) 


(参看卷 I 第6目的相应论断 .） 

定义 2. 函数厂 C / — C ， 其中为点 z € C n 的一个邻域，是在该点 IR - 可微 
的 （相应地 ， C - 可 微的） 是说，如果成立 


(4) 


f{z + h ) = f ( z ) + 1( h ) + o ( h ), 

其中《为某个 K - 线性（相应地， C - 线性）函数，而 o ( h )/\ h \ — 0当 /i 


0 


-^ 


称函数 Z 为函数/ 在点 z 的 微分， 记为 df . 令 h = dz 二 dx idy , 其中的 

、 dz n ) 是个复向量，而 dx = { dxi , - - - , cfe n ) 和 dy = (办 i, … , dy n ) 为实 


dz = ( dzi , 

向量，当 / 是 M - 可微时，我们可以把/的微分写成 


n / 

和 E ( 


df 


dViyJ 


df 


doc i / i 


dy 


dx 


V 


V 


的形状，或者转向复坐标时，有形状 


^f=±{ 


df 


df 


(5) 


dz v + Tzz-di 


dz 


dz v 


V 


其中，我们引进了记号 

9 / = 1 (d£_ .d£\ 5 / = 1 /_ 9 / . 9 / 

dz v 2 1 dy v ) ' dz v 2 xdx ^ 1 dy v J ’ 

(5) 中的第一项的和以符号办表示，而第二个记为办，于是 


⑹ 


V — 1， • • • ,TL 


n o n 

匀 巧也， 


d 


⑺ 


dz v ^ d = 9 + 9, 


3 = 


dz 


V 


定理 1. 在点 z G C n 为 R - 可微的函数 / 在此点为 C - 可微的充要条件是它 
满足柯西-黎曼条件 


⑻ 


df = 0 


证明. 由 （5) 可知 df ( ih ) = idf ( h ) - 兩/⑻和 idf ( h ) = idf ( h ) + idf ( h ). 故而 
C -可微性 df ( ih ) = idf ( h ) 等价于条件 df { h ) = 0对所有 heC n 成立 •口 


柯西-黎曼条件 （8) 等价于 n 个复方程组 


df I f Of _df 


)- 


⑼ 


0, z / = 1，…， n ， 


dz v 2 \ dx v % dy v 
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或者等价于 2 n 个实方程的方程组 

du dv du 
dx Jy dy : dy v 

其中 u = Re f，v = lm f . 当 n > 1 时，这个方程组是超定的（这是关于两个未知函 

数的 2 n 个方程)，并且这个情形从根本上说正是高维复分析和一维之间的区别. 

定义 3. 称函数/ 在点 zeC n 是全纯的 是说， 如 果它在这个点的某个邻域中 
为 C - 可微.在开集上 C - 可微的概念与全纯的概念相合. 


dv 


( 10 ) 


，？?,， 


# 暑 


dx 


我们应该留意到在任意（不必一定为开）集合 M 上的全纯性概念的微妙 之处; 
这可在后面的例子中清楚看出. 


例题. 设集合 il / C C 2 由两个 闭球爲 


和 B 


(o ， i)K 


Z —— 


2 


组成.我们定义 


(0,1)| ^ - j , 以及联结它们的线段 L = 
在 AJ 上的函数/为 


之 1 0,之2 == ^2 5 ^ 




2 


^ ^ ， 


/( 和 < 0, 


之1， G B2 




显然，它在 M 上连续，并且对每个点/ 6 71/可以构建一个邻域 C /#， 使得/可作 
为全纯函数延拓到它的上面.事实上，对于包括％与 L 的交点在内的艮 

的点，可以取一个与不相交的球当作这样的邻域，并令/在其上等于^从而将 
/延拓到此邻域.对于否2中的点进行类似的构造，但令/卜） 

部的点，我们取的球不包含这个线段的端点，并在其中令/ = 0 . 但是由我们将在第 
5目证明的唯一性定理知道，/不可能延拓为一个在整个集合 ii / 的任何连通邻域 n 
中的全纯函数.事实上，由此定理推出不存在 n 中的全纯函数使得它在 n 中一个球 
上等于 a 而在另一个球上等于- a . 


^ i . 最后，对[内 


由这个例子可以看出，有必要区分在一个集合上的 局部全纯函数和整体全纯函 

数. 前者在集合中每点均可局部地延拓为全纯函数，而后者可延拓为整个集合的一 
个全纯函数.在此之后，当谈及集合上的全纯函数时，我们作为一种规则约定为整体 
全纯函数. 


c - 的全纯函数间的和与积仍是在此点的全纯函数，因此所有在点^ 
全纯函数的集合构成一个环，记其为全纯于区域 D cC n 的全纯函数环记为 


在点 


G ( D ) 


由柯西-黎曼条件 （9) 可以看出，在点#的邻域 U cC n 上的全纯函数/对 
每一个变量4为全纯，这时我们假定其他的变量固定不动（在点4的位于复直线 
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{ z ： z ^ = 里的邻域中).另外，由于方程组 （9) 被分成了各个单独的方程， 

其中的每一个只涉及对一个变量的导数，似乎对一些变量的全纯性条件并没有加上 
对其他变量的任何关联.但是毕竟还是建立了某种 关联： 原来，在[/中对每个单独 
变量4为全纯的函数必定是对全体变量为 M - 可微的，从而才可由定理1知此函 

数在 C 7 中为全纯. 

这个事实构成了被称做哈托格斯基本定理的内容，这远非一个平凡的事实. 
例如，它的在实数域上的类比就不再正确：函数 


xy 


/( 0 , 0)-0 




+ y 2 ’ 

在任意的 y 值下对于变量0：可微，同时对任意固定的 X 对于变量?/可微，然而在点 
(0,0) CM 2 , 这个函数甚至都不连续.我们将在第6目证明哈托格斯定理. 


4. 多重调和函数 

我们从简单的注解开始：如果函数 f = u-biv 在点 z e C n 为全纯，则函数 
—iv 在此点的邻域中为 R - 可微且对任意 p 二 1， • •.， n 有 

.df 

dz y 2 

我们称这样的函数 7 在点^为反全纯的. 

设/在点 2 e c " 为全纯，那么由上面的注解知道，对其实部 u 二 }(/ + n 而 


= U 


df 


( 1 ) 


= 0 


— z- — 


dz 


dy 


2 


du 1 df 


言，在点 z 的邻域中我们有 

事实（将在第5目证明)，从而由此得到：对任意 / i ， 


我们还利用全纯函数的偏导数仍为全纯的 


2dz 


dz 


1 ，… ，71有 


V 




d 2 u 

dz^&z u dz v \dz„ 


du 


d 


⑵ 


分离出 （2) 的左端算子的实部和虚部 


S 2 


S 2 


9 2 


a 2 


_a __ d__ _ _ _ _ 

dz^ dz y 4 \dx^dx v + dy^dy v )^4 V dx^dy^ dx v dy^ ) ’ 

我们从而得出，条件 （2) 被分解为 n 2 个关于二阶偏导数的方程： 

d 2 u d 2 u 

dx^dy^ dx v dy^ 


d 2 u d 2 u 

- 1 - 

dx^dx v dy^dy 


(3) 


= 0 


v 时为平凡). 

如果利用第 3 目式⑺引进的算子 a 和氣则方程组 （2) 可以重写为一个单一 


；第二组方程当 


("，P = 1 ， 


fJL = 


• • ■ 


7 


的条件 


⑷ 


ddu = 0. 

1} 哈托格斯 （ F . Hartogs ， 1874 — 1943) 在1906年发表了对这个定理的证明 










定义.称在区域 DcC n 中每点满足条件 （4) 的 C 2 类函数 w 为在此区域中的 

多重调和函数. 


氺 1. 证明，函数 u e C 2 (D) 在 D 中为多重调和的当且仅当它在任意复直线 p ， +u<} 
的限制，即函数 MO = W + W)， 是在开集 { CeC ： z °+ cvCeD } 上的调和 函数. 

2. 如果 uec 2 在任意实二维平面 { z = z ^ + u ；c + ^c} 上的限制是调和的，则 u 为线性 


函数. * 


多重调和函数与多复变全纯函数之间的关系同于 （ M 2 上）调和函数与单变量全 
纯函数之间的关系.就是说，成立下面的两个定理： 

定理 1. 在区域 D cC n 中全纯的函数/的实部和虚部是此区域中的多重调 


和函数 


Ref 定理已得证明.因为与/ 一 起的，函数 - 《/ e 也 
成立，故 Im / = Re (- if ), 故定理对虚部亦真. □ 


证明.对实部 


一般说来，逆定理只在局部成立. 

定理 2. 对任意在点 （/,#) G IR 2n 的邻域[/中为多重调和的函数％存在在 

点 ( x °, y °) 的全纯函数/，使其实部（或虚部）等于％ 


du 


du 


dy v 相关的所谓共 扼微分 


证明.我们考虑与 dix 二 


dy 


dx 


du 


du 


⑸ 


dx v + —dy 


^du = 


dy 


_1在1/ 中为闭，这是因为 u 的多重调和性，它的系数属于 C 1 类，以 


形式 D 

及根据 （3) 有 


d 2 u d 2 u 

dx^ dy^ dx^dyy 

d 2 u d 2 u 

- 1 - 

ox^dXy dy 卩 dy v 




[ dx ^ A dx v + dy ^ A dy v ) + 


du — 


)dxp A dy 


0. 




V 


然而每个闭形式为局部恰当，故而 在/的 一 个邻域中存在函数?;使得= cfo : 它 
可以积分表达为 


⑹ 


v ( z ) = 


氺 du . 


》 对微分形式不熟悉的读者，我们建议转到第 14 目 
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由于*也的闭性，它不依赖于路径的选取.然而由 于在# 的邻域有 

du dv du 

dy ^ dy v dx : • 

从而函数 / 二 u + k 属于 C 2 类并满足上一目中的柯西-黎曼 条件； 由第3目中的 
定理1，它 在点# 为全纯，且 u 二 Re /. 

在点#的全纯函数 V 


dv 


dx 


以 w 为其虚部. □ 


—IU — V 


(3) 的第一组方程在 ii = v 时给出了 


d 2 u d 2 u 


⑺ 


= 0 


相加，我们得到函数^对变量 x ^ y u 


的拉普 


把这些方程按 iy = h 

拉斯 ( Laplace ) 算子 


，$ n ， Vn 




« • • 


d 2 u d 2 u 

dxl + dyl 




⑻ 


Au 


= 0 


因此 ，.在 空间 M 2n 中， 多重调和函数构成了调和函数类中的子类 （当然是在 n>l 时 


成立) 


按给定边界值确定在某个区域乃 C M 2n 上的多重调和函数是个自然产生的问 
题（即狄利克雷 ( Dirichlet ) 问题).这个问题解决起来并不像调和函数情形时那样简 

单.我们以一个最简单区域作为例子来解释所产生的这种 困难； 这个区域是多圆盘 

U = { zeC n ： |^| < 1}. 因为根据 （7)， 多重调和函数是对每个变量 
圆盘 {\ z v \ < 1} 中的调和函数，于是我们可以逐次取泊松 （ Poisson ) 积分 （见卷 I 的 

附录的第2目).对任意2 G [/ 我们得到 


工 1 / + ^Vv 


jy — 


2n 




P{Cl^ z l) dt 






0 


0 


其中 C = = ( Cl 5 … ， Cn ) 和 




P{Ciy^iy) = 


2n |Ciy 


— 2： 


这是泊松核.以 


PniC ^ z ) = P ^. Zjy ) 

/ =1 

[0, 2 ji ] 表示 n 维立方体，以 dt 


⑼ 


表示 n 维泊松核，以 Q n = [0, 2 几] x 


dt ' • • • dt 


x 




• « _ 


表示体积元，我们将泊松公式改写为下面的紧凑形状 


( 10 ) 


u(( ： )Pn(C ， z)dt 


u ( z ) = 


Q 
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在此公式的右端出现的只有 u 在多圆盘 r 的 骨架上 的值，即在边界的 n 维 
部分（整个边界为 （2 n - 1) 维).由此清楚看出，不能随便给出多重调和函数 u 在整 
个多圆盘边界上的值.如果在 （10) 的右端我们替换为在 r 上连续的某个函数 
的值，则由此公式定义在 f / 上的函数对所有 
不难验证.但是这个函数，一般 说来， 不满足另外的方程 （3)， 就是说，在 C / 上不是多 
重调和的.为了使 为多重调和必 须对识 C ) 的值加上补充的条件，我们在此不再 

做进一步的讨论. 

5. 全纯函数的最简单的性质 


满足方程（7)，这并 


1, 

■ 


，n 




在这里我们将建立多复变全纯函数的一系列初等性质，它们可类比于单变量函 

} 表示以 a 为中 

， r n ) 为向量半径的多圆盘，以 n C { U ) 表示在17上连续而在 


数的性质.为简便起见，以 C / = {a \ z ^- a v \ < = 1， 

心，以 r = ( r 1? 

U 上全纯的函数集合 


，n 


■ ■參 


定理 i . 任意函数/ e ^( u ) n c ( u ) 在任意点 ^ e c / 可由柯西重积分 

1 f /(C) 成 1 • • . <Kn 

( 2 ni) n J r (Ci - A ) … (C 

表示，其中 r 为？ 7 的骨架，即边界圆 > 二{|〜 


/(:) = 


( 1 ) 


) 


— Z 


n 


n 


的乘积 


=〜}， p =1， 


— a 


，n 


_ # • 


V 


证明. 设4和 ' [/为 z 和 C 7 在空间 C n - 1 中的 投影； 因为对任意4 e '[/，函数 
f { z ) = /(4, Z n ) 对; 2 ： n 在圆盘 {|2 n 

第 I 卷中的柯西积分公式有 


< r n } 中为全纯，并且在其闭包上连续，故由 


— a n 


/(^Cn) 


f { z )= 2 ^i 




Cn — 之 n 


rt 


的柯西积分表示，其中 


对任意 G 和任意 ~ e t /， 被积函数可以由对变量 
由于/的连续性，对变量组的累次积分可以表示为在乘积 7n-lX 7 n 上的重积分.继 


^n—l 


续这种讨论我们便得到了 （1). □ 


今后我们将把公式 （1) 写成简缩形状 


/(C) 


( 2 ) 


/⑷二 


dC 


( 2 ni) n J r C — 


其中 … dCn , 


(Cl _ Zl) … • (Cn _ 之 n) 

注. 正如我们在定理 1 的证明中所看到的，为了使函数/可以以柯西重积分 
(1) 表示，只需/对每个单个变量〜在圆盘{| 

整个变量组为连续即可. 


—— Z 


< r v ) 上全纯，以及在17上对 


— 
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正像在卷 I 中所显示的，函数的柯西积分表示给出了将其展开为幂级数的可能 
性.为此，我们把积分 （2) 的核展开为多重几何级数： 


Q ~ z C — a 


之 n 一 a n 

Cn-a 


— ai 

Ci — a i 


n 


k 


(— a 


其中 fc = ( A ： i ， 


， k n ) 为整数值向量 ， |fc = fcl + • • • + fcn ， 而 


fc 7l 


k 


fci 


Z n ~ a n 

— CL 


z — a 


Z \ — d \ 

Ci — a i 


C ~ a 


n 


可以把这个展开式重写为形式 


k 


(z — a ) 


E 


(C- «) fc+1 


c _ 之 


|fc |=0 


其中 /c + 1 = (fcx + 1,*-- ，/ Cn-f 1)； 对于任意的 zeU , 它对在 r 上的 C 为绝对收敛 
和一致收敛.对它乘以在 r 上连续（从而有界）的函数并在 r 上逐项积分， 

{zm) n 

我们便得到所需要的 论断： 

定理 2. 如果/ e ^{ U ) f ] C ( C 7), 则在每点 zeU 它可表示为多重幂级数 


/(:) = C k( Z — °) k ， 


(3) 


\ k \=0 


其系数 


/( c ) 成 


(4) 


= 


(2 niY J r (C - a 产 + 1 


注.任意函数/ G &{ V ) 均可在每点 zeU 表示为级数和 （3). 为证明此论断 
我们只需注意到，点2属于某个多圆盘 N € C 7 并对 C /' 应用定理 2. 


引理（阿贝尔).如果多重幂级数 E - a 产的项在任意点 C eC n 有界， 

|fc|=0 

则它在多圆盘 U [ a ， p ) 的任意紧子集 K 上绝对且一致收敛，其中的 U ( a , p ) 以 a 为 

中心，以 p = ( Pl ， …， Pn ) 为向量半径 ， M pv = |C 

证明•设 \ c k (C ~ d ) k \ — \ Ck \ p k ^ M , 其中 二 pf 
py >0 (否则 K 为空).由条件 K d U ( a ， P ) 得出 


— Oj V 




另外可假定所有的 


p 


* ■參 


71 ， 


< 1 (1/ = 1，…， n )， 


Zif — CLi/ 


Qv ~ 


max — 

zGK p 


V 
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§2 


k \ 


从而在任意点2 G /C 有 \ ck{z — a ) k \ ^ \ ck \ p k q k ^ Mq k , 其中/ 

意，多重几何级数 EM # 收敛，这是因为所 有的如 <1 .口 

定理 3. 如果/ G ^( U ), 则在任意点 zeU , 这个函数有任意阶的偏导数，而且 
它们也属于 ^( U ). 


k 


还需注 


7h 


Q 


证明.由定理2,在任意点2 G C 7 函数/可表示为幂级数和 （3). 利用阿贝尔引 
理或者卷 I 中的结果知道，该级数的项可重排，我们便证明了 /具有所有阶的偏导 
m ： 这些偏导数由级数表示，而这些级数则是由对级数 （3) 进行逐项微分得到. 

由阿贝尔引理，这些级数在 [/ 的紧子集上一致收敛，而它们的项对整个变量组 
为连续，故而任何一个导数都是在 [/上 M - 可微的，所以由对每个单独变量的导数 
的全纯性得到了该函数在 [/ 上的全纯性 .口 


注. 设函数/在17上连续，并对每个单独变量为全纯.于是它可由柯西积分表 
示（参看定理1后面的注)，从而由定理2,它可用幂级数表示.由定理3的证明看出， 
函数/是 C - 可微的，从而意味着在 C 7 上全纯.因此，为了证明在第3目谈及的哈 
托格斯基本定理，则只要证明由函数/对每个单独变量在 Z 7 的全纯性可推导出它 
在 F 中的连续性即可. 

像通常那样，还要证明函数展开成具已知中心的幂级数的唯一性定理. 

定理 4. 如果在点 a 为全纯的函数/展开为形如 （3) 的幂级数，则这个级数的 

系数由泰勒公式决定： 


1 d^f 

H dz k 


1 - 

/ci! * * • k n \ dz ^ 1 - - - dzn T, 


(5) 




z=a 


其中 ft ! = fci ! ••• fc n ! 


对同一个系数利用公式 （4) 并对⑷中的积分进行估值，我们得到 


柯西不等式. 如果函数/ e ^{ U ) f ] C ( U ), 且在骨架 r 上|/|彡 M ， 则/在点 

的泰勒展式的系数满足不等式 


M/r k , 


( 6 ) 


fci 


^ 77 . 


在卷 I 第22目所阐述的唯一性定理的条件不能推广到 空间屯 函数在 C 2 
为全纯且不恒等于零，但在其聚点集（在复直线 {q = 0} 和{勿= 0} 上）上化为零. 
我们有 


定理 5 (唯一性). 如果函数/ e & [ D ) 及其所有偏导数在区域 DcC n 中某个 

点、 a 都化为零则在 D 上/三 0. 
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证明 • /的泰勒展式的所有系[在 O 等于0,因此在此点的某个邻域中/三 0. 
我们记 E — {z ^ D : f(z) = 0}，记 E 为 E 的开核 （BP E 的内点集合).集合 E 为开 

且非空（包含了 a ); 因为/的所有导数均连续，故云又闭于从于是 E = D. □ 


在此定理的证明中本质性的要求是/在点 a 的一个 2 n 维的邻域中为零.甚至只 
在点的一个 (2 n - 2) 维邻域为零，一般来说，也推导不出函数恒为零（例如 /( 2 ) 

在 （2 n - 2) 维集合 {2 e C n 

点的 n 维邻域化为零意味着此函数等于零： 

如果函数/ G G { D ) 在点 aeD 的一个实邻域内为零，即在集合 {z = x-hiye 

\x - x °\ < r,y = y 0 } 为零，则在 D 中 / 三 0. 

证明. 在某个中心为的多圆盘中函数/展成了级数 


= Zfl 


0} 上为零).但是，存在这样的情形，当函数在 


▲ 


• -V - 

« - 


C 


f( Z ) = ^2 c k(^~ Z°) k 


|fc|=0 


在此令 y = y ^ 我们得到 


c k ( x - x °) 


k 


|fc|=0 

} 成立.关于 / = xt 1 


X ^ 1 微分上恒等式，并令 X = X 0 


对所有 T G {|x 

然后得到所有 C/e = 0. 由定理5得到在 D 上/三 0. □ 


0 


—X \ < V 


■ 譬 « 


定理 6 (极大模原理). 如果函数/ G 6( D ) 和|/|在某个点 aeD 达到极大值, 

则在 D 中/恒为常数. 


证明. 考虑通过点 a 的任意复直线 l (0= a^cvC /在此直线上的限制为函数 
^(0 = / o /( C ), 它在某个圆盘 {| C | < p } 上全纯而 |%1 当 C = 0时达到极大.由对单 
变量函数的极大模原理, ^(0 - c ( lv ) 为常数，此常数依赖于但是％(0) = /⑷ 
不依赖于 a ;， 故而 c —) 二 常数，从而/ 在点 a 的邻域中为常数.由定理5, /在 D 
中为常数 .口 


如果/在区域 DcC n 中全纯并在 S 中连续，则在边界 ao 上|/|达到极大 
值.但是当 n 〉1时在 C n 中存在这样的区域 A 使得对所有/ e 0{ D ) 并在万连 

|/|达到的点并非填满整个 0 D ， 而仅仅是它的某个子集.称具这种性质的 

最小闭子集为区域 D 的希洛夫 (Shilov) 边界 1 \更准确地说，区域乃的希洛夫边界 

是那样的闭子集 S C 如，使得 •. 1) 对任意/ 6 G { D ), 它在 D 连续，有 

l/WI -max|/(^)|; 


续时 


， max 


⑺ 


ma^c 

zGD 


格奥尔基 • 叶夫根尼也维奇 • 希洛夫 (1917 - 1975) 为莫斯科大学教授，泛函分析方面的 


专家 
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2) 具有性质 1) 的任意闭集§必包含 


例题 


<1}.我们将证明这种情形下的希洛夫边界与其拓扑 
边界相同.为此，取任意点 CedB 并构造一个函数/，它在 S 中全纯，在5中连续 
并且对所有 z e 5\{ C }, |/( C)I > |/(^)|即可.对埃尔米特内积 （ aC ) 由布尼亚科夫斯 

基-施瓦茨 ( Bunyakovskii-Schwarz ) 不等式，我们有 


(1 ) 球 B = {zeC n 


: Z 


Re(2 ， c) < 1(2, OK M ， 


( 之 ， o 


1仅当在5中 z = C . 所以函数/(勺 = e 


因为 K | 二 1 ，而且等式 Re ( zX ) 

具有所需的性质. 

(2) 多圆盘 U = {z eC n : ||^|| < 1}. 其希洛夫边界仅由 （ 2 n - 1) 维拓扑边 
界的 n 维部分构成，就是说，它与多圆盘的骨架重合.为证明此论断，我们考虑任意 

全纯于[/且连续于17的函数 /. 首先我们注意到，对任意固定的 CnjCnl = 1，函 
数 fdzXn ) 是多圆盘 W C C ^ 1 中4的全纯函数.事实上，它可以表示为函数序列 

= /(、 D 的极限，其中# ) 为圆盘{|&| < 1} 上收敛于的任 一 个点序 
列.因为 Cz . z ^) e u , 则所 有的％ 全纯于 w 中，而由于/在 f 上的一致连续性， 
序列％在 W 中一致收敛.由魏尔斯特拉斯定理（参看后面的定理 8) 得到了所要 

的论断.以完全相同的方式可证明所有的函数 /(&••• n , Cm +1 ， …， Cn ) 在相应的 
多圆盘中对（>^1，…, Z m ) 全纯，其中 




1且 C m +1 ，…乂 n 固定且模为 1. 

\f(z)\ 在某个点 CedU 实现，它属于集合 {| C 卜 1 JCI ^ 


1， 


771 


， n- 




• w m 


设 il：f = 


max 

zGU 


i，m # 中的一个;在必要时可对变量重新编号，不妨设它等于 r n . 或者 
或者由极大模原理（按上面的证明应用于它)，/对变量 
达到了值 M ， 而这个点的最后的两个坐标的模为 1. 继续这种讨论,我们便得到了论 
断说，在多圆盘的骨架 r 二 {|〜|二1，= 1， 

夫边界包含在 r 中. 

然而对任意点 c ^ r , 可以找到全纯于 c / 且连续于17的函数/，使得它对所有 

n 

u\{c} W |/( C )| > \f{z )\： 可以取乘积 JJ(i + c ^) 为这样的函数.所以，多圆 


-1 


为常值，于是在某个点 


之 n— 1 


} 达到了 M . 因此，多圆盘的希洛 


，n 


• • • 


z 6 


盘的希洛夫边界等于它的骨架. 

(3) 在圆柱体 C + = {y G M 4 : y\ x > y\ 2 + y\ x 4 - > °}上的管 状区域 


T = R \ x ) + iC +， 它像在第2目例8中所指出的，等价于广义上半平面 if . 其 
边界 9 T = { 

{z = x -hCy : ( x ， y ) G dT，C G C,Im C ^ 0}, 并且以与上 一 个例子同样的论证得到，在 
T 为全纯并在 T (在 C 4 中的闭包）上连续的任意函数，当 Im ( = 0时取得极大模， 
即在集合 r 4 ( x ) +⑷，这个 r 的骨架上取得极大模.另一方面，对任意固定点+ 

存在函数/⑷=(如 — 成+ i ) 


e ac + } 被分层（或被纤维化）为复半直线 


z = x + iy : x ^ 


{z 22 - x° 22 + i)- 1 e e(T) n C(T) 在此点达到其 


警 • 
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极大模.因此， r 的希洛夫边界也是它的骨架 


定理7 (刘维尔 ( Liouville )). 如果函数/在 C n 全纯并有界,则其为常数. 

证明.像在卷 I 那样，这可由柯西不等式得到.函数/能被展成于任意多圆盘 
< r } 中收敛的多重幂级数 


f ( z ) = 


k 




|/ c |=0 


如果处处有 \ f { z )\ ^ 则由柯西不等式（ 6 )，对所有 r 有 | c fc | 彡 A // rl ' 其中 

时取极限，我们得到，当 | fc | 二 fci +…+心 > 0 时有 


当 


r — > oo 


T\ = 


■^― ivm 一 ■ ― nr^ 

— / — / 


0,即 /㈤ 

定理 8 (魏尔斯特拉斯). 设函数序列尺 e 外在 D 的每个紧子集上一致收 

敛于函数/,于是/ € G ( D ), 并且对任意 fc = ( fc l7 …， fc n ), 在任意 K 运 D 上有 

d^f 




Ck 


c 0 






⑻ 


dx k 


dx k 


证明. 由卷 I , 第 23 目知，函数/在任意点 zgD 相对于每个单独的变量为全 
纯,而因为它显然在 D 相对于整个变量组为连续,则按照定理3后面的注解知道它 
属于 ^( D ). 对定理的第二部分只需对于任意点 z ° £ D 的邻域和对 一 个变量^的 

导数去证明就足够了.我们取多圆盘 C / = U ( z °, r ) (b A 并利用柯西公式，由此在任 

意点之€ 有 


K0 — /(C) 


dfj , df 

dz v dz v [2 ni) n J r (C - z )( C ， - z v ) 

其中 r 为 U 的 骨架. 因为尺 -> / 在 r 上为一致的，故对任意£ > 0存在 / io , 使 
得对所有 M 彡 Mo 有 IH — / llr 如果 K 运 U , 则由⑼我们对所有的 zeK R 

有 


⑼ 


dC , 


( 2ji) n ri 


9U_df 

8 之 V ^ 


e 


r 


# 籲 檮 


< 


C ~ z \\Cy ~ Z A ’ 


(2ji) 


min 

zeKxer 


J 在 K 上是一致的. □ 


因此得出 


dz v dz 


在本目的最后，我们要证明一个关于积分对参数的全纯依赖性的引理. 


引理. 设>: t = Ut ) 为 g - 平面中的一条可求长的曲线 （m 二 1， 

7 m , 乃为 C n 中的 区域； 设 C = ( Cl ， …， Cm ) 和之=(之1， … ，之 n )* 如果 


m )， 


• V ■ 


X 


7 = 7i x 

函数 g ( Cz ) 在 7 x D 上连续，相对之当 C € 7 时在乃上全纯，并且在 1 XD 上有连 


• •钃 


OQ 


续的偏导数#，于是积分 


dz 


f 9(C z)dC 


( 10 ) 


Sf ( Ci 之 ) dCm = 


G ( z ) 


dCi 


# • # 






7i 
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在 D 上全纯，并且 




dG 


( 11 ) 


dC y iy ~ l y 


m _ 


dz iy 


dz 


7 


证明. 对任意 z e D 我们选取 r > 0 使得多圆盘 U(z,r) C 设 | 心 | < r，/i = 

( 0 ，-. 九 o ’... , o ) eC n 为一个向量,其坐标除第 z / 个外全为 0 . 我们有 


-{G(z^h)-G{z)) 

f Li/ 

之 + h) — g(C， Z )}^C 


办 ( c ， 広 + 叫 


d 6, 


dC 


dz 口 


h 


o 


7 


从而 


9g{C^z) 


j-{G{z^h)-G{z)} 

lli/ 






dz 


dg(C z + 6h) dg(Cz) 


( 12 ) 


ae 


d (： 


dz 


dz v 


o 


7 


dg<X,z + 6h) 


当 z 固定时在紧集 7 x [ 0 , lj 上一致连续，于是对任意 e > 0 
可以选取 S >0 充分小,使得对所有 ((,0) e 7 x [ 0 . 1 ], 当 |/ z | < (5 时有 


由于 


dz 


dg(C, - + Oh) dg((,z) 


< 


dz 


dz v 


因此，逐次对 （ 12 ) 的右端进行估值，我们发现这个等式的左端的模不超过 

D 所有的偏导数存在且以公式 （ 11 ) 表 

oz 


| 7 m |. 于是在每个点 


z € 


^71 


达， □ 


6. 哈托格斯基本定理 

在这里我们要证明的定理是，由函数对每个单独变量的全纯性推出它对整体变 
量的全 纯性； 关于这个定理我们已在第3目谈到过.在第5目我们曾明确，为了证明 
这个定理，只需证明对任意相对于单个变量为全纯的函数，则它对于整个变量组为 
连续即可. 

为了证明它，我们先需要一些引理.其中第一个论断是要建立所考虑函数的有 

界性.这时我们要利用施瓦茨引理,但其形式比卷 I 第37目更为 广泛： 

设函数 W 在圆盘 C/r = {卜| < r } C C 中为全纯，又在某点 z 0 G U r 有 W = 0, 并 
且在 c / r 处处成立 M < M ; 于是在整个? 7 r 中 


\z — Zo\ 


(1) 


Mz )\ < Mr 


2 


r 




(当 r 二 M = 1 和卽二 0 时我们便得到通常的表述) 
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为了证明此不等式，我们应用由％到单位圆盘 [/ 的线性分式映射 




X 


Z ^ 7^ 


2 




V" — Zn 


它满足通常的施瓦茨引 


M 


理，按此引 理对? 7中每个点成立|利4| < | 外以 A ( z ) 替换这里的 z 便得到了不等 


式⑴ 


引理 1. 如果函数/对每个单独的变量 4 在 C / 二 ?7( a , r ) 1】 中全纯，并且有 

界，则它在 C / 中每个点对整个变量组连续. 


U 为任意点；我们把/的增量写成对各个不同坐标的增量 


证明. 设 


0 




的和 


/(-) - /(-°) 


E(/( 


〜0 


， z n ) — /(:?，•••， 


0 


0 


7 ) } 


( 2 ) 


，〜+1， 


厶 1 ， 


之 I /， 


并考虑将第〃项看成是变量4的函数 ply , 但此时我们将其他的变量固定.如果在 
C / 中|/| < M /2, 则函数 w 只满足前面所提到的那种形式的施瓦茨引理的条件，并 

对和 （2) 中每一项应用不等式（1)，于是我们得到 

n 


0 


z” — z 


r 


^ 1/ 


2 


T 




因此论断得到证明. □ 


因此，要证明哈托格斯定理还需证明对于每个单独的变量为全纯的函数必在某 
个中心为 a 的多圆盘中是有界的.我们知道，在任意一个中心不 一 定在 a 的圆盘 
中的有界性可由/对每个单独变量的连续性推出.这个事实构成了被称做奥斯古德 

( Osgood ) 引理的内容： 


R ) 表示为 '[/ - € C 

ll^ll < R } 2) 与圆盘 U n = { z n eC ： |^ n | < R } 的乘积.如果函数 f { f z , z n ) 当任意 
z n eU n 时对属于 T 7 的4为连续，并且当任意4 g ' U 时对属于 I 7 n 的〜为连续, 
则存在多圆盘 W = W x C/ n C C 7 使/在其上有界（参看图6上的哈托格斯图). 


71 _ 1 


71 


Z < 


证明. 对于固定的4 记 


1/(’ 之，之 n )| 


M { f z ) 


max 

71, ^ ^ Tl 


, a n ) 对变量 


函数/ ⑷， 


1〉 这表明，对任意 a £ U 和任意^ = 1, 

全纯，其中知在圆盘 {| z | < r ,} C C 

) 我们记得，我们曾以 ， z = ( q ， 


z v 


， CLjj — 11 +1 • 




« • • 


« _ 


) 表示点 2 € C ” 在中的投影. 


2 


，之 n — 1 




并考虑集合 = {4 G '[/ : M ( f z ) < m }. 这些集合为闭.因为如果 

1，2,… •） 且 

由于 f 为 ， z 的连续函数，故对任意 e I 7 n 有|/(^, ^)| 

显然，构成一个递增序列，且任意点 g '!7 属于所有 E m , 它由某个元开始. 

存在一个包含了某个区域 'G C W 的五事实上,如若不然，所有将无处 
稠密，于是在 ' C / 中存在一个球# C C n - X 不包含 Ei 中的点，在 S 1 中存在球吾 2 ， 
它不含五 2 中的点，等等.于是我们构造了球的序列 C C — \它们具有一个公共 

0 G 取，而它却属于某一个 E m . 

因此,存在区域 ' G ， 在其中对任意的& G L 4 有|/(\〜)| d 继续在 'G 中 
选取一个多圆盘{ 


(M) 


G 五 m (" 二 

从而有'之 G (事实上，彡 m 对任意 z n G U n 成 


⑻ 


，即 M ( f z ) ^ m ) 




\L 


占 


< r }， 从而在 W = 賀 x C / n 中有 |/| 彡 M . □ 




为了证明在中心为《的多圆盘中函数/的有界性,必须要利用对每个单独变量 
的全纯性.于是我们需要哈 托格斯引理， 它实质上基于函数的次调和性质.为了对它 
进行阐述，我们引进如下记号： 'V = U ( f a , R)/W = U ( f a , r ) (r 和 i ? 为 r < /?的标 

m ) ? U n = {\ z n \ < 只}， V = V x C / n , W x t/ n (图 7). 


引理 3. 如果函数 f { ! z , z n ) 在任意知 G U n 时对 4 G V 全纯，并对 2 G W 全 

纯，则它在整个多圆盘 F 全纯. 


证明. 不失一般性我们假定4二 U 对任意固定的 e C / n 和任意 k e ' V ，函 
数/可表示为（由于对4的全纯性）收敛的幂级数 


/⑷ = ^2 c k ( z n ) Cz ) k , 


(3) 


|/ e |=0 
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其中 k = ( k u … m . 这个级数的系数 


1 d lkl f ( f O , z n ) 

k \ ( d f z ) 

作为对&的全纯函数的导数（在点 {% z n ) G W ) 在圆盘 C / n 为 全纯. 故而函数 

ln | c /^ n )| 在 C / n 中为次调和. 

我们选取任意 一 个数 p < R \ 因为当 |/e 


Ck ( 之 n ) 


k 


k 


时，对 任意& G 仏有 


oo 


\ck{z n )\ 


0, 


于是对任意〜 G 队可找到 | fc |， 在其之后有 nr In \ c k ( z n )\ + In p 彡 0 ,即 


k 


⑷ 


y—lnlr/eCzn)! < ln- 

现在我们要利用 / 在 w 中的全 纯性： /有界于 W (设 |/| < M ) 且对任意 
G U n 柯西不等式 \ ck ( z n )\ r ^ ^ M 成立.故而对任意& G 仏及任意 | fr | 有 


lim 


k \ 


Z n 


i\/W 


⑸ 


ln \ c k ( z n )\ ^ In 






k 


于是，所考虑的次调和函数满足关于上极限定理的条件（参看卷 I 第3目的 
附录).由此定理，对任意 o < p 可以找到序号 fco 使得对所有 | fc | > Aoi 及所有 

7 1 I ^ ^ 有 171 In I ( z n ) I < In — ，即 


k 


|fc 


I ) 

由此得到，级数 （ 3 ) —致收敛于多圆盘 U ( 0 , a % a f < a , 然而此级数的项对 z 连续, 
从而其和/也连续,因此在[/( 0 , 〆 ）中有界.这个圆盘可假定能任意地接近于是 
因为 V 从一开始就可以增大一点点 ' 从而/有界，这表示由引理 1 和第5目的注 

解（在定理5之后）知道它在 F 中全纯 .口 

现在对基本定理的证明已做好全部的准备. 

哈托格斯定理. 如果函数/在区域 DCC - 中的任意点对变量中每个〜为全 
纯，则其在 D 中全纯. 

证明. 只需证明/在任意点 z ° e D 的全纯性，同时不失 一 般性可设= 0 •因 
此，设/在多圆盘 C /( 0 , R ) 对每个单独的变量全纯；需要证明它在以 0 为中心的某 
个多圆盘内全纯. 

) 此引理的假设需要在闭圆盘中的^纯性. 


o 



展开为幂级数 
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这个论断可以对复变量的个数用归纳法证明.在一个变量的情形这是平凡的 
我们假设它对 （n - 1) 个变量的情形论断为真，并记 f U = U (% 


R 


由此假定得知 






3 


\\Zn\ ^ R }\ 同时当4 €取为任 


函数/(\ &) 在节中对4连续，其中 ; G 17 
意时，它对在①中的〜连续.由奥斯古德引理知道/有界，这表明在某个多圆盘 


IF = x 中 / 为全纯，其中 'IF = Wa , r ) C 77 (图 8) 


9 V 


\r 


9 w 


3 


领 y 


U( ； 0,R) 


图 8 


2 


,• 显然， F C C /(0,/?)， 从而 

当 、 e %为任意时， / 在 ' F 中对 4 为全纯，然而所证明的只是在兩中对 z 的全 
纯性.从哈托格斯引理则可得出它在包含了点 2 = 0 的多圆盘 F 上对 2 全纯.那么 
对 n 个变量的这个论断便得到了证明 .口 


现在考虑多圆盘 F = '1/ x t / n ， 其中 'V = U 


我们还要引进哈托格斯的另一种阐述. 

我们说函数/在黎曼的意义下在点 a G C " 为全纯是指，如果 
( R ) 如果/在某个多圆盘 C /( a ， r ) 中对每个单独的变量;^为全纯. 

我们说函数/在 魏尔斯特拉斯 意义下在此点为全纯是指，如果 
( W ) /在某个多圆盘 U { a , r ) 可展开为幂级数 


f ( z ) = ^2 c k { z - a ) 


|fc|=0 


蕴涵关系 ( W )^( R ) 是显见的，而蕴涵 ( R )^( W ) 构成了哈托格斯基本定理的内 
容.这个定理从而可阐述为： 

黎曼意义下的全纯性与魏尔斯特拉斯意义下的全纯性等价. 


§3. 展开为幂级数 


在这里我们将考虑另一个基本问题，即关于将全纯函数展开为幂级数 
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7. 幂级数 

在第5目中我们己证明，在多圆盘 U [ a ， r ) 中全纯的任意函数可以在此区域中展 

开为中心在 a 的多重幂级数.出现的问题是有关这种级数的收敛点的集合.类比于 
单变量函数的情形人们期待这个集合会是补充边界上某种点集的多圆盘.但是，甚 
至简单的例子也表明事情完全并非如此. 


例题 • 

(1) 幂级数 


E « 


a ) 


1 - ZxZ 2 


(/ i 为整数指标）在 c 2 中的收敛集合为一个完全赖因哈特区域{|^12 2 | < 1} 

(2) 使级数 


^1 


E 冷 +1 々 

\ k \=0 


( 2 ) 


(1 - Zi)(l - z 2 ) 


在 ( C 2 中的收敛集合为双圆盘 {| a | < l ,\ z 2 \ < 1} 及一条附加的复直线 {^1 = 0} 


如果不去考虑收敛集合而考虑它的开核，即此集合的内点集,则问题得以简化. 


定义.幂级数 


E Ck{z — a) 


k 


(3) 


| A :|=0 


的项在某个排序下，级数收敛点 z e 的集合 s 的开核乂称为该幂级数的收敛 


区域 


由阿贝尔引理（第 5 目）推导出 

定理 1. 如果点#属于级数 （3) 的收敛区域 I ,则多圆盘 U = {z G C n : 

|}也属于良并且级数 （3) 在绝对和一致收敛. 1〉 


0 




Zi/ — a 


证明. 因为# G S 而 S 为开集，故存在 QeS 使得 
1，…， n ， 而且级数 （3) 在此点收敛.又因为 U ^{ zeC n 
么由阿贝尔引理, （3) 在 F 中绝对和一致收敛 .口 


0 


— CLjy Z 


- CL v \,v 


< ICi / -- ‘|}，那 


z v — a v 


w 

m 


定理 1 还可以这样 阐述： 级数 （3) 的收敛区域 S 是中心在 a 的完全赖因哈特区 

域.因此，完全赖因哈特区域在多复变函数的情形所起的作用与单复变函数时的圆 
盘 一样. 这种相似性在下面的定理中得到了强调. 

由定理1可推导出集合备为 连通: 它的任意两个点 Z ' 和，都可以与中心以折线相连接（意 
味着两点相互连接)，而这些折线属于焱因为&还是个开集,故它实际上是个区域. 
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定理 2. 在以 d 为中心的完全赖因哈特区域 DcC n 中全纯的任意函数/在 
此区域中有泰勒展开 


/( 2 ) = ^2 Ck(z-a) 


(4) 


|fc|=0 


|} D , 并且 


证明.设#为中任意点，以及多圆盘 C / 二 
由第5目定理2,函数/在 [/ 中可由中心在 a 的泰勒级数表示.这个级数的系数可 
通过/在 a 的导数进行计算，就是说等于即与⑷的展式相同 .口 




— a 


— a 


自然产生的问题是：是否任意完全赖因哈特区域都是某个幂级数的收敛区域? 
对此的回答是否定的，因为就像我们就要证明的那样，收敛区域还具有其他的额外 


性质 


定义. 以 


Hz ) = ( lnbi |, ••- ， ln |〜|) 


(5) 


表不集合 e C n 

M C C n 的对数像，其中的 M 0 ^{ zeMiz ^- Zn ^ O }. 称集合 A / 为对数凸集是 

说其对数像为中的凸集. 


# 0} 到，中的 映射; 我们称集合 iir = A ( Mo ) 为集合 


厶 n 


: Zi 




图9 


例题.显示在图9 ( a ) 中的赖因哈特图 a ( M ) 的集合 M C C 2 不是对数 凸的; 

它的对数像 X ( M ) J ) 被图 9( b ) 表出 . M 的对数凸包（即所有包含 M 的对数凸集 
的交）可以通过考虑集合 A ( M ) 的凸包的原像得到.这个凸包氣的赖因哈特图与 

a ( M ) 相差的是由双曲线的一段 \ z 1 \\ z 2 \ = rR 所包围的一块（图9上虚线表示了这 

条曲线段). 


定理 3. 幂级数 （3) 的收敛区域 S 为对数凸集 

】 为简单起见,我们把 A(M 0 ) 写成 A(M). 
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证明 . 不失 一 般性，设 a = 0. 我们需要证明 二 A(5°) 为 凸集. 设 ln|?| ， ln| 2 ：〃 

t In \ z f \ + (1 — t ) In | z /7 |, 0 < t < 1，即 |之| = \^\ 1 


e S\ 而点 z eC n 雙得 In 

因为 z\z， f 故级数⑶在这两个点收敛从而它的项为有界：设 \c k (z f ) k \ ^ 

M u \c k (z ff ) k \ ^ M 2 . 然:而 

项在 z 也有界.由于 I 的开性，对于靠近/和，的点相 g 的论断也成立，这表明 
级数⑶的项在所有靠近^的点有界.由阿贝尔引理知 zES . □ 




^ 即级数 （3) 的 


k 


CkZ 


以后我们将证明这个附加的性质甚至刻画出了收敛区域的特性：任何对数凸的 
完全赖因哈特区域是某个幂级数的收敛区域（参看第 4 U 目). 

但现在我们来考察一个重要的情形.考虑完全的然而并非对数凸的赖因哈特区 
域（譬如，上面所给出的例题).由定理2知,任意函数/ G & { D ) 可以用 D 中的幂级 
数表示.然而根据定理3,这个级数的收敛区域为对数凸，0而它至少在区域 D 的对 

数凸包瓦中收敛.因而这个级数的和实现了 /从 D 到瓦的一个解析延拓.我们 
观察到主要区别于平面的空间情形的一个结果：在 C 1 中任意区域是某个函数的全 
纯（区）域（参看卷 I 第46目)，而在 C n (71 > 1) 中存在区域，使区域中每个全纯函 
数一定能解析延拓到更大的区域.我们将在第 m 章中详细考虑这个必定会出现的解 
析延拓的现象. 

我们现在来引进一个描述己知幂级数 （3) 的收敛区域 S 还要更具构造性的方 
法.它使用了多圆盘去穷竭这个区域，称其为收敛多圆盘.例如，对于级数（1)，它的 

收敛区域为 S ={ zgC 2 : |^ z 2 | < 1}, 而那样的多圆盘为 { ki | < r u \ z 2 \ < 
n < oc ( 图 10). 引进确切的定义： 


，0< 


r\ 


Z 2 


r i 


l z il-N =1 




r \ 


图 10 


定义. 称多圆盘 C /( a , r ) 为级数 （3) 的收敛多圆盘 是说，如果 UCS , 但在任意 

{v = 1，..， ， n ) 中至少有 一 个为严格的不 


多圆盘 {zeC 

等 式时，则存在点，使级数 （3) 在这些点发散.称这个多圆盘的半径 rv 为共 扼收敛 


}， 


Zp — a v < r 


半径 
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定理 4. 级数 （3) 的共辄收敛半径满足关系式 


⑹ 


lim 


Ck r 


|/e|—>oo 


(柯西-阿达马 （ Cauchg - Hadamard ) 公式的空间类比) 


+ C r ^)； 当 ICI < 1时点2属于收敛多圆 


证明. 令 


+ G C (即〜 

盘 C /， 于是级数 （3) 在 C 7 中绝对收敛，而且在对项的重组后有 


1=1 


Z 


a 




Ei ㈣ N = E E 




Ck r 


\k\=f.i 


|/ c |=0 


|/ c |=0 


我们得到了一个按 c 的幂展开的级数，它在 ICI < 1时收敛.当 KI > 1时此级数发 

散,不然的话，由第5目的阿贝尔引理,该级数将会在包含 [/ 的某个多圆盘中收敛. 
于是由对一个变量级数的柯西-阿达马公式得到 


⑺ 


lim 


在级数 （3) 中满足 | fc | = M 的这一组项中，我们选取一个最大的项 
\ ck \ r k \ 利用 一 个显见的估值 


max 


E \ c k \ r k ^^ + l ) 


\k\=fji 


时 Qu + l) n/M -> 1, 我们可将 00 重记为下面的形式 


以及当 


jU — > oo 


^/| c m | r m = 1， 


lim 


它等价于⑹. □ 


关系式 （6) 可以写为一个方程的形式 


⑻ 


、 rn ) =0, 




它是级数 q ) 的共轭收敛_径间的一个关联 关系； 这个方程定义了区域 a ( S ) 的边 
缘，其中 a ( S ) 是收敛区域 I 映成的赖因哈特图. 

在 （8) 中令 rv = el ， 我们得到方程 


⑼ 


呢1，…乂 n ) 二0, 


它定义了 S 的对数像 A (5) 的边界，其中 \{ S ) 是空间 R n 中的某个凸区域 
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8. 其他的级数 

除了幂级数外，在多复变论中还考虑了其他类型的级数.其中最重要的是称做 
哈托格斯级数的.考虑幂级数 


^ Ck{z - a ) 


k 


( 1 ) 


j / cj =0 


并且我们在其收敛区域 s 中的任意点 z 上重组此级数的项，按照差 

个差的相同幂放在一起（由绝对收敛性这是可行的).我们有级数 


，譬如第 


~ a 


ri 


> : 9^{ ^)(^n - Gn )"， 


( 2 ) 


fji=0 


其中 / i 为标量指标，而它的系数&在$中全纯，这是区域 S 在空间 c n - 1 中的 


投影 


我们留意到，这种级数项的重组可能导致收敛区域的扩充.例如，幂级数 


|/ c |=0 


(1 — 么 1)(1 — 之 2 ) 


收敛于双圆盘< 1,|2 2 |<1}.在重组项后我们得到级数 


4 


E E 扑卜 E 


1 — Zi 


fi =0 \ k \=0 


/jl=0 


它在区域 # l , 卜 2 i < 1} 收敛 • 

定义. 如果级数 （2) 的系数 如为 S , ^ n - l ) 的全纯函数,那么称级数 

(2) 为以 [ z n = a n } 为中心平面的哈 托格斯级数 .点 ( f z , z n ) 的集合的开核被称做 

级数 （2) 的 收敛域 是说,级数 （2) 的系数 g ^ z ) 在点 i 全纯而该级数在点收敛. 


因为与哈托格斯级数的收敛区域//中的点/ 一起的还有属于它的所有点 

( V ^ n ), 其中 

格斯区域，即形如 {{ f z , z n ): f ze f D , 

格斯半径/ 


Z — 


< R - a n | ，故//总是以 { z n = a n } 为对称平面的完全哈托 

< R ( f z )} 的 区域; 称函数 R { f z ) 为哈托 




一 


的幕级数时的收敛半径 r ( f z ), 这是因为 
我们从收敛集合 i / 要过渡到它的开核//，而函数 rCz ) 则由柯西-阿达马公式定义： 


D 哈托格斯半径 R ( f z ) 不同于把级数 （2) 看做 


Zn _ drt 


l / r (’ z ) = lim y \ g ^{ f z)l 


它可能不是下半连续的，从而集合 e 
的下半连续的正 则化： 


< r { f z )} 可能不是开的.不难看出， B 是 


Z n ~ An 


R ^ z ) = lim r (， C ) 


C 
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这个区域对哈托格斯级数所起的作用等同于赖因哈特区域对幂级数所起的作用 
特别地,成立 


} 为对称平面的完全哈托格斯区域 D 中全纯的任意函 


定理 1. 在以 

数/在 D 中可表示为 


= a 


n 


/(-) = XI 〜(’:)(、 - 〜广 

其系数在此区域的投影 c C 71 - 1 中全纯 


(3) 


证明.与区域 D 中每点/ 一起的还有多圆盘 U = xU n 也属于它，其中 

为中心在点#的投影¥的充分小的多圆盘，而 《7 n C C 为中心在〜的 


71—1 


f U CC 

包含点4的圆盘.在 C / 中函数/在任意 i e W 下对 z n 全纯，从而展开为系数是 


1 dK’z ， a n ) 

以和 y ~dzti - 


的级数 （3). 

但是这些系数被定义和全纯于不仅在 W 中，而是在区域 D 的整个投影中， 

所以展开式 （3) 在整个区域 D 中成立 .口 


另外，不是每个完全哈托格斯区域都可证明是某个哈托格斯级数的收敛区域:在 
第40目我们将证明，收敛区域刻画出的半径 R ( f z ) 应该具有的附加性质. 

我们现在来描 述洛朗 ( Laurent ) 级数 的简单的空间类比. 

定理 2. 在圆环积 U = { zeC n 
以表示为在 n 中的多重洛朗级数 


< K } 中全纯的任意函数/可 


- t v < z v — a v 


f( Z ) = ^2 C k{^~Cl) k , 

\k\=—oo 


(4) 


其中的取和遍历所有整数向量 /c = ( A : 


，心)，而系数 


/m 




Ck = 


(2 ni) n J T (C - a ) k+1 ’ 


< p v < Rv \ 0 ^ ^ 2 jt ) 的乘积 


而 r 为圆 


+ pve lt (" = 1 ， 


， n;7 


=a 




V 


V 


m 


证明. 展开式⑷由通常方式得到：选取 d 使得 （ Pr ，/^) 运 （ rv ， i ^)， 而函数 
/在圆环 { p ;; 彡 


^ pt } 的乘积中以柯西积分公式表示为 


z v — a v 


/(0成 


( 6 ) 


/(之）= 


(2 ni ) 


C 


n 


— Z 


€ 


t ， 其中 

+则为正定向，如果 e v =— 则为负定向；取 


£ n )， 由+ 和— 组成，而 r e = 乂 1 


这里的£表示数组 C = ( Q , 


X 


X 


# ■ _ 


» 拳 • 




p ^} 为圆，如果 


£ 


— a 


V 


V 
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和遍历由 n 个符号组成的所有数组.另外我们展开 
项积分,还将沿换作沿1的积分（如果〜=- 


为相应的几何级数，并逐 


C ~ z 

，则改变符号). □ 


洛朗级数 （4) 的收敛区域显然是个赖因哈特区域.除此之外，如果收敛区域包 
含了某个点其坐标 
就是说，相对于这个差， （4) 是个泰勒展开式.所以，洛朗级数的收敛区域是所谓的 
相对完 全的赖因哈特区域.称一个赖因哈特区域是相对完全的是说，如果当^固定 

} 相交，或者与其每个点 

的点2,而其他的坐标与#的相同（这个条件对所有〃均满足). 
因此，如果一个赖因哈特区域不交于某个平面则相对完全的条件对 
边界没有给出任何限制，然而与每一个这样的平面都相交则表明要对其附加上其他 


则在展式（ 4 )中不可能有差 


的负幂项， 


9 


起还包含了所有满足 


时，或者它不与平面 


条件 


正如在泰勒级数的情形那样，人们证明了洛朗级数的收敛区域仍是对数凸的.而 
在相对完全的赖因哈特区域 D 中全纯的任意函数/可以由区域 Z ) 中的洛朗级数 
⑷表示（如果 D 不是对数凸的，则这种表示可以由/在 D 的对数凸包中实现 .） 

可以考虑其他的洛朗级数的类比，确切地说，在形如 {zee 

< R ( f z )} 的哈托格斯区域中任意全纯函数/，其中为 C - 1 中的区域, 

可以在这个区域中以哈托 格斯-洛朗级数 表示： 


G f D,r( f z) < 


/(^)= [ 如 [’ z 、 i z n — Cl n y\ 


⑺ 


其中％ e 这种类型级数的收敛区域由附加在 r (~) 和 R ( f z ) 的性质所刻画， 

我们将在第40目中证明. 

最后我们转向 按齐次多项式展开的 级数. 称多项式 Piy ( Z ) 为 次 齐次的 是说, 

如果 pA ^) = >^ v Pv { z ) y 其中 XeC.ze C n 为任意.由重组项的幂级数可得到按这 
种多项式展开的 级数： 




E 


E E 


( 8 ) 


|/ c |=0 


\k\=iy 


( y 为标量指标).像在哈托格斯级数的情形那样，这种重组可能会导致收敛区域的扩 
大：我们现在就要看到，按齐次多项式展开的级数的收敛区域类型要比幂级数的广 

泛得多： 


定理 3. 在以 z = 0为中心的完全圆形区域 D 中全纯的任意函数/在这个区 
域中可展开成齐次多项式的级数 


/(^) = 


⑼ 
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其中 Pp 由/在0的泰勒展式的项 
子集上一致收敛. 


k 


构成，而阅=并且该级数在 d 的任意紧 




z /\ z \, 通过点 2 的复直线 C = A < u , A e C 与 D 交于圆 


证明. 设 zeZA { o }， 

盘 {A : | A | < R ( lu )}. 因为0 e D ， 故级数 


/( c ) = Ck< ^ k = 


iy=0 


|/ c |=0 


在原点的某个邻域内收敛，其在复直线 K = Ao ;} 的限制给出了 

OO OC 

y^(A) — f ( \uj ) — ^ ^ Pi> (Acj) — 〉： / (cj)A . 


( 10 ) 


1^=0 


u=0 


因为/ 6泛 ( D )， 故 w 在圆盘 {| A | < jR ( cj )} 中全纯，而 （10) 是其泰勒展式；它在此圆 
盘中收敛，并且由于我们有 N < i ?( w ) 和 

如果现有 K 运 D ， 则存在函数 r ( cj ),0 < r ( to ) < R ( lo ), 和数^,0 < g < 1,使得对 
所有 z G J (有 | z | < qr ( co ), 其中 cj = z /\ z \. 故而对所有 z K 有 

\pM)\ = b，Mlkr ^ l%MkW 


则⑼ 在点 Z 收敛 


(11) 


但由泰勒展式系数的积分公式有 




Pv (^) = 


2 m 


\ X \— r ( uj ) 

由此，并利用集合 {Aw : | A | 二 r ( uj )} ^ D , 从而在其上有 |/( Ao ;)| 彡 M ， 我们便得到 
了 \ p ,( cj )\ < M / r '» (对泰勒级数的系数的柯西不等式).将其代入 （11), 得出对所 

有的2： G K 有 | Pi /( z )| 彡 Mq v . 因为0 < g < 1,于是便证明级数 （9) 在[上 一 致连 

续. □ 


我们发现，并非所有完全圆形区域都是某个齐次多项式级数的收敛区域：这种 
情形与在哈托格斯级数和区域的情形相同.从后面可以看出这 一点： 变换 (% z n ) ^ 

(扣， Zn )， 中^^1/ = j{y ~ 1 j 

开式⑼变为 


1)， 将圆形区域变到哈托格斯区域，而把展 


， n - 


■ 參 《 




9 ( f W , Z n ) = /(’ 脱 m 


L /=0 


即对函数/的像的哈托格斯展开式. 

在本节结尾我们给出所谓的哈托格斯基本定理的辐射式类比，这是在最近，即 

1978年，由福雷里 （ F . Forelli ) 证明. 

定理 4. 如果定义在单位球 B cC n 中的函数/，在 B 与每条通过点2 = 0的 
复直线交集上全纯,并且在此点的邻域中属于 C 00 类，则它在 B 中为全纯. 
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证明.设2 G B \{0} 为任意点 ：由/ 在通过点 Z = 0 的复直线上和在此点的全 

纯性条件得到 


/(A 和 /(0)+[F“2)A fc ， 

k=l 

并且此级数在闭圆盘 {| A | 彡 1} 中绝对和一致收敛.因此由 \ F k ( z )\ 构成的级数收敛 
这表明，当 W < 1时定义了函数 


( 12 ) 


F(z) = J2F k (z) 


又,对属于单位圆盘 UCC 中任意两点 A 和/ I ，由 （12) 得到两个展开式 

oo oo . 

/( A " 和 /⑼ + [ F k ( Xz ) fx k = f (0) + A 摊 


/尤 


按幂级数展开的唯一性定理，由上式得到恒等式 

F k ( Xz ) = X k F ^( z ), = 


(13) 


从对级数 （12) 系数的柯西定理知 


f( Xz ) 


F k ( z ) 二 


d \ 


入人，+1 


2 ni 


{I 入 1=1} 

而因为由函数/在某个球 B r ^{\ z \< r } 中属于类的条件,则由此公式 得出凡 e 
C ^( B r ). 特别地,它们在私中有界,于是从 （13) 得到当 

由对光滑函数的泰勒公式我们于是得出：对2 G 有 


0时 F k ( z ) = 0(\ z \ k ) 


F k ( z ) = P ^ v { z ) 4 - \ z \ k l { z ) 


(14) 


其中 i %, 为 2 和芝的多项式，对 z 的总次数为 / i , 对芝为&且当 
(公式中的低次项因 F k ( z ) = 0(\ z \ k ) 而消失).将其代入 （13), 我们便有恒等式 

E 4( ⑽ 


0时 7(^) ~ > 0 


7(入之) 


E 


+ A fc |< 7 ⑷， 


(15) 


它对所有 B r 和 | A | 彡1成立.特别，对于正数 A < 1，由其推出 y ( Xz ) = 7 卜)，从 

而当 A 0时得到在凡中 7(4 三 0. 但从（15)，并再次应用幂级数展开的唯一性定 
理可清楚看出当^ > 0时三0,因而由（ I 4 )得知 F k ( z ) = P kG ( z ) 为 z 的多项式， 

即不仅是中的全纯函数而且是整个 C n 上的全纯函数 • 

由定理3,巧的级数在 B 的紧子集中一致收敛，并由魏尔斯特拉斯定理我们得 
到的结论是 F G 0( B ). 然而根据 (12), 当 A 二 1时有 f ( x ) = /(0) + F ( z \ 从而 

/ G & ( B ). □ 
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我们注意到，在这个定理中/在原点邻域的无限可微的条件是不可或缺的： C 2 
中的函数 z k ^ 2 z 2 l \ z \ 2 属于 C k 类并在每条经过原点的复直线上全纯，但却在 C 2 上 
并不全纯. 


* 如果除了函数/在原点邻域中的无限可微性之外，仅要求 B 与某个顶点在原点的圆锥上 
的复直线的交集上全纯，那么福雷里 ( Forelli ) 的定理有什么变化？而只与有限条复直线（通过原 

点的）相交又会怎样呢？ * 


§4. 全纯映射 


9. 全纯映射的性质 


设 D 为 C n 中的一个区域，/= ( A ，…如果这个映射的每个分 

7 n ) 在 D 中全纯，则称此映射为全纯的.特别,如果 DCC ， 则称/ 


量 /m (" =工， 

为全纯曲线. 

如果 u 为 z g c n 的一个邻域, f •• u — c m 为全纯映射，则对具任意充分小的 

' h .\ 的向量 h eC n 成立展开式 




/(z -\- h ) = f ( z ) + df ( h ) 4- o (/?); 


( 1 ) 


C -线性映射 


df [ h ) 二 f \ z)h 


( 2 ) 


dL 


为雅可比矩阵，而 / i 是列向量.如 

时可以 


称为映射/在点 z 的微分，其中 f { z ) 

果 尸 ㈤ 的秩极大，即等于 min ( m , n ), 则称点 z 为非异的;特别地，当 

考虑行列式 


dz v 


m = n 


det f ( z ) = 

称其为映射 / 在点^的雅可比;仅当在 z , J f ( z )^0 时点 z 才为非异 

利用微分的外积 dz u A dz v ,它具有反交换性质 [ dz v A dz ^ = - dz ^ A dz v , 特别是, 
dz v A dz v = 0), 结合律和分配律，也允许在乘积符号后面取出（复）乘积因子 1 >.由 

这些性质得出，对于全纯映射 /：[/-> C n , 其中 [/ c C n , 


(3) 


d/i A ■ • • A df n 

dz \ 4~ ■ • • 4~ A 

oz n J 

= Jf ( z ) dz \ A ••• A dz nj 

^我们假定读者熟悉外积概念：例如参看鲁金 ( W . Rudin ) 的《数学分析基础》（有中译本) 

( M . : Mup , 1966, p .251)， 也可参看后面的第13目. 


dfn 


dfn 


dfi 


dz \ + • • • + 


A 


dz 


dz 


⑷ 
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并且类似地，对于复共轭映射 


dj \ 八…八 df n = Jf ( z)dzi 八…八 dz n . 




进而由同样性质有 


dz v A dz v — ( dx v -f idy v ) A { dx v — idy ^) = —2 idx v A dy 


因此，把⑷和 （5) 相乘 


以及类似地 d / p 八 d 了 

展开并在右端和左端做相同的排列，我们得到 


2 idujy A dv v ，其中 /p 


dui 八…八 du n A dv \ f \ … dv 

Jf\ 2 dx 


A dx n A dyi 八 • • • 八 dy n . 


A 


• • * 


A dy n 的商是像及原像的 

体积元之间的商，等于将映射/看作是实的映射时的雅可比％，我们证明了 

定理 1. 如果 f :11 — C n 为点、 zGC n 的邻域的全纯映射，并将/看成由 R 2n 
的邻域到 R 2 n 的映射时，则它的雅可比等于复雅可比模的平方： 


但是这全部 2 r ? 个实微 分积也 1 A … A cfo n 和 dx 


A 


l 


• » • 


2 


r f ( z ) = \ j f ( z )\ 

由此定理我们得到了逆映射和隐函数定理的复版本 


⑹ 


定理 2. 设 [/ C C n 为点 z 0 的邻域， f •• U — C n 为全纯映射.如果雅可比 

J /以） / 0,则/在点的邻域 V CU 中相互-，并且逆映射 g = /- 1 在点 

f(z°) 为全纯.在这种情形下， g f {w) 的矩阵在所有点 z G V 和 w = /(^) 
f(z) 的矩阵的逆. 

证明.因为由定理1，实雅可比行列式 J r f (z°) / 0,故/的局部相互 一一 和 

g 二广在 w 0 属于类的性质由实分析中反函数定理得出.由成立于 F 的恒等 

式夕。/⑵ 


0 


曰 


W 


我们得到 


按复合函数的微分公式,对 j，/c = 1， 


, n ， 


- ^ 


• ■ 


dgj df v 


dgj df v 

6 扣 v 


dz 3 


E 




dz 


k 


但由 / 的全纯性有 ^ = 0,从而 det 


df. 


J f ( z ) ^ 0, 如果 V 充分小，则对所 
类似地（对办微分）我们有 g f ( w ) 二 (尸 ⑷） 


dzk 


■麵 ■ ■■■ 

OZ 


k 


d 9j 


有 j，v = 1，" 


有 


□ 


= 0 


，n 


_ 


J k (k < n ) 在点 6 C n 的一个邻域中全纯且在其 

7 ^ 0 (/ X , V — 1, • • • , fc )， 则方程组 fl ( z ) 


定理 3. 如果函数 /i 

中 det (鼗） 


= fk { z ) = 0对于 Zi ， 
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) 的邻域中 


局部可解，其解4 = gi ,{ zk+i 


) {V - 1，... ， fc ) 在点 （4 


0 


， Zri 


，之 


+ 1， 


全纯 


证明.就像前面那个定理那样，方程组的可解性和解的光滑性由实分析得出 
故而在 

1， …， fc ) 并可以取它们对々 (j = k + L 


) 的邻域中成立恒等式/ 〆 仍，… 

) 的微分 


0 


，之 n ) = 0 (" 


j 9 k 1 ^/c+1 ? 


，之 


+ 1， 




# ■ • 


k 


k 


9f^ dg 


a + 

dz v dzj dzj 


E 


E 


" = 1， • • • ， /c 


dU 

dz v 


dU dU 


0, 这是由全纯性得到，而又由条件知 det 


# 0，从而 


但是 


- 

oz 


浪3 


dg v 


， k.j = fc + 1， • • 


□ 


0, r = 1, 


,n 




m m 9 


囑 




dzj 


我们还发现局部同胚判别法在高维情形的推广：与定理2 —起成立的还有它的 


逆定理 


定理4•设 [/ c C ” 为点/ 的一个邻域， f : U — C n 为全纯映射.如果/在 
的邻域中相互 一一， 则雅可比 


占 


0 




证明.利用对 n 的归纳.当 r ? = 1. 此定理己在卷 I 中证明（参看第35 目)； 假 

设它对所有小于 n 的维数时成立.我们假定 J f ( z °) = 0,并以 fc (0 彡 fc 彡 n - 1) 表 
示 f ，( z 0 ) 的矩阵的秩.如果&〉0,则不失一般性可假设 det 

1,-. - , fc ). 于是由定理3知，方程组 fi ( z ) 

部可解为全纯函数，从而在某个邻域 V CU 中作为新的局部坐标可以取为< 
U ( z)，v = 1 , ••- ，fc 和 

在新的坐标下（我们重新以^表示它们)，映射/具有形式 

1, • * • , fc ), w v = fiy ( z ) (p = fc + 1，…， n ), 和雅可比 


dU 


/ 0 ("，p = 


dz 


， /fc ( 之 ） 二⑴ fc 对于之 1 ， 


, z k 局 


= 忉 1 ， 


夂 + 1 ， 


n . 


z v = z v' v 




■ ■響 


9 




w 




0 


0 


0 


0 0 

々(:) 二 det dfk+i 


dfk+i 

dz k+1 


dfk+i 


dz n 


dzi 


dfn 


dfn 


dfn 


dz 


dz k+ i 


dz 1 
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dfk+ 


dz k + 1 


8 之 n 


⑺ 


= det 


dfn 


df n 


dz n 


dz 


使得最后面的那个行列式在点#等于 0. 在映射 f 下， n - k f 隹平面 n = {A = = 

0}, 从而限制映射/ =(九+1，…，/ n )|n 把 
这个映射在点 （ 


0} 转化为平面 

( n - k ) 维邻域 V = Vf \ n 映到 C 

(7) 等于0,并且根据归纳假定，/在 V 中不是相互 一一 的.于是/在 F 上便不是相 

互- 




= m = 


) 的雅可比根据 


fc + i ， 


dL 


= 0 . 我们将利用的性质是 

说，多复变全纯函数不可能存在孤立 零点： 对任何一个该函数在上为零的点.存在 

条光滑路径以此点为端点而该函数在此路径上为零（参看下面的第23目).因为 
J f ( z °) - 0,则由此性质知，存在以#为端点的路径7,使在其上 Jf ( z ) = 0. 只有两 

种可能性： a ) 在与/ 相连接的7的一条曲线段上,所有 


还需考虑 fc = 0的情形.此时在点/所有的 


dz 


• ••毚 


dfu 


0,以及 b ) 存在在任 


dz 


dU 


0. 在情形 a ) 中，上面所提及那个 7 


意靠近/的7上的点，使得并非所有的 
的一段在/下的像映成一个点.在情形 b ) 中，在 邻近/ 存在点^使 J f ( z ) = 0而 

rank f ( z ) = fc > 0. 在这两种情形下/在#的邻域中都不是相互-的（在情形 

b ), 由上面的证明得到). □ 


dz v 


另外，对于全纯映射还成立极大值原理.为了得到它的充分一般形式，我们将称 

映射 || • || : c n — R + 为 c n 上的 c - 齐性范数，如果它满足 1 ) p+HI < Nl + liHI ， 
其中 g C n 为任意点, 2) |问= | A | . 114其中 A e C 和 z e C n 为任意，以及 3) 
11^11 - 0当且仅当2 = 0. 欧几里得和多圆柱范数（见第1目）可作为 c - 齐次范数 
的基本示例. 

定理 5 (极大值原理). 设乃为 C ” 中的一个区域 ， f : D 为全纯映射, 

而 HI 为 c m 中的某个 C - 齐性范数.如果||/(^)||在点 aeD 达到其极大值，则 
1) 映射/的分量 厂在 D 上线性相关且 2) 在乃中 ||/⑷ || 为常数. 

证明. 设6 二 /⑷，以及 B = { weC m ： ||? i ；|| < ||6||}为在所考虑的那个范数下 
的球；由于该范数的性质，它是 一 个开的凸集.当||6|| = 0时,命题是平凡的，因此我 
们设|问| > 0. 点6 6 as ; 由 B 的凸性知,在其中存在一个支撑 b 的实超平面,它可 


写为 


⑻ 


Re l ( w ) = /?, 


其中 Z (一二 Y , 为复线性函数，而=取/(6).我们选取函数/使得对所有 
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w G B 有 Re l ( w ) < (3. 

现在考虑在 D 中全纯的函数 e ^ ; 在 D 中处处有 \ e lo ^ z) \ - e Re ㈣ ⑷彡从 

而在点 a 它的模等于#.由极大模原理（第5目定理6)，在/ o f ( z ) = 常数. 

由此得出的结论是映射/的分量线性相关（它们满足条件 E 江山⑹三 常数) 

- 1 

并且对所有之 G DJ ( z ) 属于支撑超平面 （8 ) 与边界 dB 的交，即 "/⑺| 卜園对所 

^ zeD 成立 .口 


注. 如果在所考虑范数下的球 B 是严格凸的集合，则支撑超平面 （8) 与的 
交只是一个点，于是在定理的条件下就会有/(4三常数（例如，欧几里得范数下就 
会这样).但在 C - 齐性范数的一般情形下不会发生这种情况（例如对多圆盘范数). 

由极大值原理可以得出施瓦茨 ( Schwarz ) 引理的一个可能的推广： 

定理 6. 设历 C C n , B 2 cC m 分别为在 C - 齐性范数 || • ||； l 和 || • || 2 下的单位 
球，/ :执 — B 2 为满足/(0)二0的全纯映射.于是对任意 2 G 历有 

\\mh ^ Ikii- 


⑼ 


Cz °, 其中 G (即 ||2 G 


证明. 我们过点 0 G cn 作一复直线 I 


1)， 


: Z 






1 


而 c G C ; 它与执 的交在平面(：中显然对应于圆盘 C 7 二 {ICI < 1}. 考虑全纯曲线 


f ( Cz °) 


U — C m , 并固定任意一个 r ,0 < r < 1. 在圆盘 {ICI < r } 中，由定理 


9(0 = 


1时取极限得到了 lb ( C)lb 彡1，即 ||/( C ^ 0 ) ll 2 < ICI , 其 


2得到 ii ^( c )||2 < 并在 

V 

中 c G [/ 为任意点. 

现在设 z 会0为私中任意点,于是/ = z /\\ z\\ x 6 dB u 并且在上面最后面的那 
个不等式中令 C 二 || z || i , 便得到了⑼ .口 


我们将在第 V 章考虑施瓦茨引理的其他推广 


* 证明，如果对某个点 ' G 氏 \{0} (9) 中等式成立，则||/(2)|| 2 = l ^ lli 对通过0和/的 
复直线 Z 上所有点都成立 .* 

10. 双全纯映射 

定义. 称区域 D cC n 的映射为双全纯是说，如果它在 D 中全纯并且有逆映 
射分 = 广1，它在 G 二 f ( D ) 中全纯（由拓扑的推断知道/保持了维数不变) • 

在前面一目中我们已经知道，雅可比 Jf(z) ^ 0当且仅当/在点 z 为局部双全 
纯.特别，由此得到，任意全纯的相互 一一 映射 f ..D — f ( D ) 为双全纯.在 n > 1 
时双全纯性质与共形性质并不相同 • 例如，在 C 2 中映射 ( zi , z 2 ) (^ i ,2^ 2 ) 为双全 

纯，然而并不是共形的，而共形映射2 ^ z/\z \ 2 既不是全纯的也不是反全纯的. 

n 当 Jf ( z ) / 0 时， / _1 在点 u ， /⑷ 的全纯性由反函数定理得到. 



章多变量全纯函数 


42 


例题. 空间中某些映射以 

( Cayley ) 变换： 


矩阵方便地给出.例如，考虑所谓的凯莱 


n x n 


W = {Z - iE ), 


⑴ 


矩阵， 而 E 为 77 阶单位矩阵.我们将证明它双全纯地把广义 


其中 Z 为任意的 

上半平面 H = {Ze C n " : Im Z > 0} (见第 2 目例 8) 映到区域 


n x n 


D = {W e C n : WW * < E } 


( 2 ) 


这个区域被称做广义单位圆盘 1 〕 


首先我们注意到，对于 Z G H , 矩阵 Z + iE 非退化.事实上，如果 w 为列 

;因此， 


由此有 w*Z 

因为 Im Z > 0,故这里的左 
，为负,从而 w = 0. 这便证明了矩阵 Z-hiE 


向量，长为 n ， 并且 （Z +逆)扣= 0,则 Z ⑽ 

Zw = 

端在 w ^0 时正定 2) ,而右端等于 
非退化，即存在 (Z + iE )~\ 并且在区域丑中 （1) 为全纯映射 

另外，由 （1) 得到关系式 


—IW, 


1W 


Z*w — 和 Zw 


= —w w 


w 


—IWW、W 


2 


—\w 


E -( Zi - iE )- l { Z - iE ){ Z * + iE ){ Z * - iE)~ l 
(Z + iE ){ Z * - iE ) ~( Z ~ iE )( Z * + iE )}( Z * - iE ) 

(Z + Z ( Z * - iE )- 1 、 

由此看出，在 Z + iE 非退化时,埃尔米特矩阵 E - TW * 和 Im Z 同时都是正定的 
我们证明了 （1) 将丑映到 D 中. 

由 （1) 径直地得到逆映射 


E — WW 




(3) 


Z ^ i { E ^ W ){ E - W )~\ 


⑷ 


它在 D 中全纯，因为当 WeD 时矩阵 E - W 非退化（像上面那样地证明).但是由 
⑶可看出，当 We D 时矩阵 （Z + iE )- 1 非退化,从而表明 Im Z > 0,即⑷把 D 
映到丑中.断言得证. 

读者无疑已注意到在 （1) 一 (4) 和第 I 卷中把上半平面映到圆盘的分式线性映射 
公式之间的类比性.我们还注意到，映射⑴将广义上半平面的骨架 r = {Im Z - 0} 
映到集合 { WW * = E }. 它由酉矩阵构成.它也被称做广义单位圆盘的骨架，是它的 
希洛夫边界. 

最后，我们发现广义单位圆盘是个有界区域.事实上，如果记=(以， 

为矩阵 W 的列，则£； - IVW * 中主对角线上的元素为1 - | W | 2 , 而由于这个矩阵为 

正定，故它们全都为正数.因此- E WI 2 < %并且 D 位于球{|則< xM 中. 


•) ^n) 


在这里，以表示由 W 经共轭和转置得到的 矩阵； 条件< E 表明埃尔米特矩阵 

E - WW * 为正定 • 另外,再利用熟知的矩阵间关系 ( AB )* = 及 ( AB )- 1 = J 5- M - 1 . 

2) 在这里利用了众所周知的 事实： 埃尔米特矩阵 Z 和当 B 非退化时，它们同时都是正 


定的 
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双全纯映射 f •• D — G = f ( D ) 也称为(全纯）同构，而存在这种映射的区域 D 
和 G 被称为双全纯等价.区域到自身的全纯同构被称做（全纯）自同构. 

区域 D 的所有全纯自同构构成一个群，其运算为复合，以记号 Ant D 表示.与 

在卷 I 第38目 一 样，可以证明任意一个双全纯映射 f : D — G = f ( D ) 建立了群的 

同构: Ant D Aut G ， 定义为 


/* : W h f o(po f — 1 、 ip e Aut D 


⑸ 


因此，群 Ant D 和 Aut G 之间的同构是区域 D 和 G 之间双全纯等价的必要条件. 
但是这个条件不是充分的,就像由下面例题所表明：不同的平面圆环 D ^{1< |^| < 
ri },G = { l <\ z \< r 2 }, n ^ r 2> 它们不是共形等价的，但它们的自同构群却同构（参 

看卷 I ，第 IV 章，习题 15). 

我们来计算几个区域的自同构群. 

a ) 球 B n = {zG C n 

到其中心：= 0的自同构.为此我们以 p a ( z ) 

和0的复直线上的投影，并以 q a ( z ) = z 

投影（参看图11的图解).我们将证所要求的自同构为 


< 1} 的自 同构. 首先构造一个把固定点 a 6 J 3-\{0} 映 


(z ， a) 


表示任意点 z e B n 在通过 


a 


a 


2 


Pa (^) 表示这个点在 M 的正交补上的 


- Pa (^) ~ Oiq a { z ) 


a 


⑹ 


L 


w = 


1 一 （ z , tt ) 


首先，显见这个公式的分母不会在中化为零，这是因为由施瓦茨不等式 

: ， a)K MN < 1 ， 因此, 4 在 中 全纯. 由于 Pa ( a ) 二 a ，％ (a) = 0, 则心⑷ = 0. 

为了进一步简化，不失一般性地可假定，轴&沿向量 a 定向，即 

p a ( z ) = C 0, z n ), q a ( z ) = ( f z ,0), M (6) 则取形式 


(’0, a n ). 于是 


a — 


一 之 n 

— a n z n 


⑺ 


w 二 —a 


w 


1 — a n z n ’ 


1 
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简单的计算给出 


+ | ft n| 2 (l — \ ，z \ 2 ) ~ 2He(a n z n ) 


1 + \a n z n \ 2 - 2Re(a n z n ) 


二 1. 于是， L a 把 


由此清楚看到，当卜| < 1时我们则有|切| < 1,而当 

J 5 -映到了 J 5' 利用公式 （7) 做同样简单的计算表明，两个映射 L a 的复合是恒同映 

,即映射为双全 


1，则 


射： L a oL a (z) 


由此知道,等式 L a (z，） 二 L Q (z /f ) 推出 


纯； 由上面所证，它是以的自同构. 

可清楚看出，的把点 a 变到0的自同构是复合映射 


⑻ 


G a = UoL a ， 


其中 U 为 c n 的任意一个酉变换.我们将证明，这些就是全部的球的自同构 


定理 1. 任意一个球的双全纯自同构都具有 （8) 的形式，其中选取了适当 
的点 aeB n 及酉变换 C 7. 


B n 为任意一个自同构，为（唯一的）被变到了 0的那个 


证明. 设 f •• B 

于是复合映射 g = foL ~ 1 及其逆 y - 1 为到 W 的全纯映射，它保持球的中 
心不变.对它们中每个映射应用上一目的在欧几里得度量下的施瓦茨引理，我们得 


JW\ 


在第二个不等式中令 


到在 J 5 n 中处处成立彡卜|和^ 

我们得到了 ㈤ < \ g {^)\, 与第一个不等式一起得出，在中处处有 


分⑷， 


W 


⑼ 


\g(z)\ 三 


现在固定 一点； ^ e dB' 并在圆盘化| < 1} c C 中考虑向量函数 G ( C ) = 

g{Cz°)/C 因为当< 1时 C # e S ' 且 WO ) = 0,故 G 在圆盘 {| C | < 中全纯. 

但是由 （9), 对所有 c ，0 < ICI < 1，我们有 | G ( C )| = \g(Cz°)\/\Q = 1,于是按前面一目 
中的极大值原理并考虑到 C n 中球的严格凸性，我们的结论便是 G ( C ) = c(z°), 一个 
仅仅与/相关的常数（参看第9目定理5后面的注） 

因此， 9(Cz°) - c(z°)C 而由此得到的断言是，函数分在 W 与每条通过0的复 

C 的交上为线性： 




直线 


g(M) = A^(z), XeC, |A| < 1 1} 


( 10 ) 


另一方面，在把 p 的坐标展开为齐次多项式的级数时，我们得到了 p 按齐次多项式 
向量的展开式 


9 ( z ) = X ]以之) 


丄 ) 事实上， g(Xz°Q = c(z°)XC = Xg(C z °) 
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由此并考虑到（10)，对于任意 AgCJA |<1 我们得到了 


9(^ z ) = ^2 = 仏⑷ 


1/—0 


i ^=0 


由按 A 展成幂级数的唯 一性， 我们的结 论是： 除去所有其他的尺全都恒等于 

零.因此， P 为线性的，从而根据 （9) 为酉变换 : g = foL ~ 

具有形式⑻ .口 


U . 故 / = C / oL a ，即 


现在容易算出群 Aut 所依赖的那些参数的个数.映射由点 a 确定，即依 

赖于 2 n 个实参数.酉变换 C / 具有形式 
这个条件给出了 n 2 个实的关系式.事实上,如果4二 ( a ^), 则酉性质的条件可用等 

71 

式表达： 

a 3^3 v ~ 

j 1 

的（当 /i = 剩下的两两相互复共辆 (在 M 与 1 ， 交换时)，于是有 （ n 2 - n )/2 为复 

无关，即 n 2 — n 个实无关方程.故而，群 Aut . i 5 n 依赖于 n 2 + 2 n 个实参 数. 

我们还发现，群 Aut J 5 n 的作用是可迁的，即存在一个自同构把球中任一点 a 换 
成它的任何一个点 6. 例如这个变换可以是 L ^ l oL a , 其中的和 L 6 由公式⑹定 
义，并由此得到将 a 变到了 6. 


上，其中 A 为酉矩阵，即九4* 二尽而 


W — 


其中为克罗内克 符号; 这些 n 2 个等式中，有 n 个是实 


* 证明， C 2 中的酉变换可以写为形式 


(e^ 1 (zi 4- Az 2 ) 5 e^ 2 (Azi - ^ 2 )) ， 


(之1，之 2) 


I~^ 


其中 A 为复数,而6^和为实数. * 


b ) 多圆盘 C/ n = {zG P || < 1} 的自同构.显然，有线性分式自同构群 


— 

1 — CL V Z V 


iO 


(ii) 


Z/ 二 1 ， 


• • 


作用在 C / n 中，它们依赖于 3 n 个实参数（化为实的常数，^为复的常数).当 n > 1 
时还可在其中加上置换变量的变换 
一 个相互 一一 的变换.因此我们找到了一个 C /" 的自同构群,它被分层为 n ! 个集合, 
而每个集合又依赖于个实参数 1 原来这就是整个 i 7 n 的自同 构群： 


其中 a 是集合{1，…， n } 到自己的 


^ a { iy ) 


定理 2. 群 AutC 7 n 由形如 


(tA z o{y) ~ a cr(iy) 

1 — a 


ie 


( 12 ) 


{y — 1，…，几) 


Z v I ~> 6 


( y ) z a ( iy ) 


的变换组成，其中 a 为集合 U ， 

" ”在群的这些集合中只有一个包含了恒同映射，这就是变换 （11) 的集合. 


} 的任意一个置换 


,n 


• • * 
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/(0)；取公式 （11) 的同构为 p ， 我们有 F 
C / n 到自己的双全纯映射，它满足 F (0) = 0. 对 F 和 F - 1 应用在多圆盘度量下的施 
瓦茨引理，就像在上一个定理的证明那样，我们得到了 .. 


/为 


证明. 设 / G Aut ?7 n ， 


9 


(13) 


剛 II = IN 


对所有 zeU n 成立. 

考虑映射 F 的任意 坐标凡： 因为 || F || 

在 C / n 中存在一个邻域使在其中有 \\F{z)\\ = \F v {z)l 设在映射 F 的原像的对应邻 

域中 p || 

由从 （ 13) 得到的等式 \F tJ (z)\ 

0 V M )， 但是因为 e 啊 为具常数模的全纯函数，故其为常数（参看前面一目的定 
理5后的注)，事实上 0(4 - ^ - 常数.因此， F ^( z ) - e ie ，、 在某个邻域中成立，然 
而由唯一性定理,它便在整个 C / n 中成立. 


\F„\ 以及 F{U n ) - U n , 于是 


max 


把凡看作为的函数而后对其应用单变量函数的施瓦茨引理， 

这里的0可能依赖于 




i 6( z ) 


可知 F v [z) 




Z 3 


〆 《/),即指标（1，…，/ I )的 一 个 置换. 于是我们便证 


明了 / = p - 1 。 F 是形如 （ 12) 的 变换. □ 


1 时 Ant 与 Aut t/ n 相等,而当 n > 1 时它们显然并不 同构. 由本节 

1时球和多圆盘便不是双全纯等价的 1 我们现在直 


当 


一开始所说知道， 当 n > 
接来给出这个命题的证明 


定理 3. 当 n > 1时不存在球到多圆盘的双全纯映射. 


U n . 如有必要可经过 Aut U 


证明. 设若相反，假定存在这样的映射/ : B 

中的自同构，使得/(0) = 0. 将第9目施瓦茨引理用于/和/- 1 ,我们得到对所有 


在映射/下变到非光 


由此可知欧几里得球面 


zeB n 成立||/⑷ || 

滑曲面{|卜||二 U 




2 


，这是不可能的，因为/为微分同胚. □ 


我们还将看到关于平面单连通区域的黎曼定理不可能推广到空间区域.这与在 
1时的超 定条件 有关：对区域 C 71 的映射/ = (fir - ，/ n )， 柯西-黎曼条件 

= 0由关于 n 个未知复函数的 n 2 个复微分方程组成. 

c) 广义上半平面 i? = { ZGC n2 : Im Z > 0} 的自同构. 我们先解释清楚矩阵线 

性分式函数 


dfu 


dz 


( 14 ) 


W ^ (AZ B)(CZ + D) 


) 这个重要的事实由 A . 庞加莱 (1854 — 1912) 在 1907 年发现 
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保持 Im Z 符号不变的条件是什么.初等恒等式 


Im W = — [(AZ ^ B)(CZ ^ D)- 1 - (Z^C^ + + J5*)] 

= ~(Z*C* + D* 广 1 + D*)(AZ + B) 

(Z*A* + B*)(CZ + D)](CZ + D)~ l 

(Z*C* + D^y^Z^C^A- A*C)Z + (D*A- B*C)Z + 
Z*(C*B- A*D) + D*B- B*D](CZ + D) 




2i 


— 1 


表明，要做到这一点只要满足条件 


C*A = A*C, D*B = B*D, D*A-B*C = E 


(15) 


和矩阵 CZ^D 的非退化性就可以了.事实上，在这些条件下我们还有 C*B-A*D = 
—E, 从而前面的恒等式具有形式 


Im W = (Z*C* + IT) -1 Im Z(CZ + D)~\ 

由此显见，埃尔米特矩阵 Im Z 和 Im 同时正定或同时为零. 

我们以 r 表示形如 （14) 而分量满足 （15) 条件的 E 的双全纯自同构集合.初等 

计算表明，在 r 中两个映射复合时,满足 （14) 的矩阵系数相乘，而复合后矩阵的系 
数仍然满足条件 (15). 故而 r 在复合下构成了群.根据 （16) r 中的映射将埃尔米特 
矩阵 Z (其满足 lmZ = 0) 转换为埃尔米特矩阵，即保持区域丑的骨架不变.但是, 
我们注意到该骨架不属于区域丑而是属于它的边界，因此 r 中某些映射可能在骨 
架上存在奇点. 

我们挑出一个叫整映射组成的子群 ro C r ， 它们是 （14) 中系数 c 二 0的变换. 
从 （15) 中后面的那个条件可得出，当 A 和 D 非退化时有 D 
映射根据 （14) 具有形式 


(16) 


因此1\)中的 


W = AZA* + BA\ det A / 0 

其中的 A 为任意的（非退化）矩阵，而 BA* 为任意埃尔米特矩阵 1〉 ，因此群 r c 依赖 

于 2n 2 + n 2 二 3n 2 个实参数. 


(17) 


氺证明 

(1) 群 r 0 可迁地作用于 

(2) 区域丑不包含退化 矩阵. （提 示： 如果 Z 退化，则存在列向量 a^OimZa = 0;从而 
aZ* =0,这表明 a^lm Za = 0.) 

(3) 如果对 r 中的映射，矩阵 C 非退化，则 C ~ X D 为埃尔米特矩阵.（提示：由 （15) 知 
C~ l D = D*AC~ X D - 而 AC ^ 1 和 B*D 为埃尔米特矩阵) .* 

W 埃尔米特性质 由 (15) 的中间那个条件 得到: BJD 
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我们还注意到另一个由 r 中映射构成的集合，其中映射的矩阵 c / o 并非退化 

(这个集合不形成群).如果在 （14) 中矩阵 c 非退化,则此公式可改写为形式 

AC ' 1 - h ( B - AC ~ X D ){ CZ-V D )~\ 

而由条件 （15) 得到 J 5 - AC~ l D = -( C - 1 )*. 因此这个集合中的映射有形式 

{ C ~ l Y{Z + C ~ l D )- l C ~\ 

其中 4 C - 1 和 C ^ D 为埃尔米特矩阵.反过来，任意这种形式的矩阵都是丹的 
自同构，即属于我们的这个集合.事实上，因为 C ~ l D 为埃尔米特矩阵，故 Im(Z + 
C~ l D) -Im Z, 从而对所有 Z eH, 矩阵 Z + C~ l D G H, 因而非退化（参看习题) • 

于是映射 （18) 在 H 中 全纯; 显然，它把//映到开，而它的逆具有相同的形式，但将 
C~ l D 换作 AC~K 如此一来， （18) 便双全纯地把丑映到自己 2) . 

氺 1. 验证：并非 r 中任意映射在其坐标表示中都是线性分式.（提示：考虑逆形式的例子: 

这是一个形如 （18) 的映射，其中 C =五 , A = D = 0.) 

2. 考虑映射 （14) 的例子，其中矩阵 A = D = E,B =^ D,C = 

属于 r 0 , 也不在形如 （18) 的映射集合中 

现在来考虑点= i 五 的迷 向子群 ，即 r 中保持这个点不动的映射的集合.根 

据（17)，如果逆= a # + \则 g 中的映射属于这个 子群; 在这里取埃尔米特 
共轭，我们得到了 儿 4* + BD -\ 并再将此等式与前面那个结合在一起，我 

们便有了 BD - 1 - 0, AA * 二 E . 故 r Q 中保持点逆不动的映射具有形式 


1) 


IV 


(18) 


W = AC~ 




W = -Z~ 


0 


证明它属于 r 但不 


0 0 


氺 


(19) 


W = AZA\ 


其中 A 为酉矩阵. 

在 （18) 的集合中的映射为简便起见可重写为形式 

其中4和 J 5 为埃尔米特矩阵，而 C 为非退化矩阵. 使点 IE 保持不动的条件为 

iE 二 B — C ( A~h iE )~ l C *] 由此和它的共轭埃尔米特矩阵得出 

■ 

2 B 二 C[(A + iE )- 1 + (A — iE)~ l ]C 

以 X 表示上面方括号内的表达式并乘以 { A -^ iE ){ A - iE ) = { A - iE ){ A ^ riE ) = 
A 2 + E , 我们得到 X { A 2 + £；) - 2 A , 于是久= 2 A ( A 2 + E )- 1 . 将其代入 (21), 我们 

n 直接计算验证：在右端右乘 CZ^-D 等于 AC~ X (CZ + D ) + B ~ C~ l D = AZ + B . 

2) 我们注意到，映射 （ 18) 在好的骨架中那些矩阵上退化，它们与 — C -、 D 相差一个退化的埃尔 

米特加项. 


( 20 ) 


( 21 ) 
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求出 J 3 = CA ( A 2 + E )- l C \ 从而上面所写出的为不动点的条件有形式 

(A + iE )~ l ] C * = iC ( A 2 + E )~ l C \ 

由此得到 B = CAC~ l C*C = A 2 + 五，从而 （20) 可以重写为 W = C[A — (Z + 

A ) -或最后写为 


iE = C [ A ( A 2 + E ) 




W = C(Z + A )~ l { ZA - E)C 


( 22 ) 


由矩阵的微分规则得到 


W \ iE ) = C(A + iE )- l { A ~ iE ) C ~\ 

其中矩阵 ( A - hiE )~ l ( A - iE ) = U 为酉矩阵，这不难验证，即有 C / C / 

现由此对所给定的矩阵 U 


(23) 


E . 我们发 


(24) 


A = i(E + U )( E - U ) 


被唯一定义 


* 证明，普通上半平面 {2 6 C : Im 2 > 0} 的自同构群中使点 i 不动的迷向子群由自同构 

>0， w ’（ i ) = 


a — I 


QjZ —— 


+ 


组成（参照公式（ 22 )和 (23)). * 


最后我们证明，群 r 穷竭了 h 的所有自同构.为此还必须有另一个结果，它也 
具有自身的重要性. 


c - 为有界区域并包含了点 

D 为全纯映射，满足/(0) = 0. 于是，如果还有 f ⑼二五，则/为恒 


定理 4 ( H . 嘉当 （ Cartan )) •设 D 


= 0 , 


C 




同映射 D 


证明.设若情形不成立,并展开/在点 z ^ O 的泰勒级数,它具有形式/(幻二 
c + P ( z ) +0(1#)，其中 P 为不等于零的向量多项式，阶 a >2. 于是映射/的迭代给 

出了 /( 2 )⑷二 fof ( z ) = z + P ( z )+ o (\ zn ^ P { z -\- P ( z )+ o (\ z \ a )) = z +2 P ⑷ + o (| f )， 

一般地， 


严)(和/。/卜 1} ⑻ 


(25) 


+ vP ( z ) + o (\ z \ a ) 

使得向量 


Z 




l _ d a P _ 1 d a f 

k \ dz k k \ dz k 

(0) ^ 0. 于是，就像 （25) 中表明的，对于/的第^重 


由假定条件，存在= ( fci , …., fc n ), \ k \ 

1 d^fj 

k \ dz k 


( 0 ) ^ 0, 


— 


c = 


因此它的某个坐标 Cj 

迭代的泰勒系数为 




( P ) _ 


( 0 ) = ^3 


C 


k \ dz k 


3 


”发表于 1932 年 
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根据区域 D 的假设条件，它包含了多圆盘二丨|卜|| < r } 并包含在 U R 

{PII <尺}中.因此对所有 z e c / r , 所有的迭代 \& ] { z )\< R , 又由柯西不等式得 




\cA ^ R/r 


因为故对于充分大的〃我们引出了矛盾. □ 


定理 5. 广义上半平面的任何一个双全纯自同构都是一个线性分式矩阵函数， 

即 Aut H = T . 


证明. 设/ g Aut 根据在公式 （17) 后面的习题知，存在映射 g g r 0 , 把 

f ( iE ) 变成迅于是 hof = fi 保持 W 不变.由非退化矩阵的代数定理知道， f [{ iE ) 

可以表示为 SC 7 的形式，其中 B 为正的埃尔米特矩阵，而?7为酉矩阵.如果 U ^ E , 
则我们按公式 （ 24) 选取 A ， 并在公式 （ 22) 中令 C = E 后按此公式构造映射 Z 2 e r . 
根据公式 （ 23) 得到 l f 2 [ iE ) 二 U ， 从而复合映射/ 2 = fiol - 1 在点的导数等于 
在 U = E 的情形则取 1 2 { Z ) = Z , 从而 f 2 ( iE ) = iEJ ^ E ) 


B 




现在设 K : Z-^{Z + iE )~ l { Z - iE ) 为凯莱变换.它把映到了广义单位圆盘 
D (见本目开始时的例子 )• 我们有 K { iE ) = 0, K \ iE ) - E , 从而 g = Kof 2 o K~ l 

为 D 的自同构满足 〆 0) = 0和 ^(0) = R 由于矩阵 J 5 的正定性，它的所有特征 
值 h ，…， A n 为正，而对71重迭代 


其在点0导数矩阵的特征值为 


( I / — 


9° 9 




但是，因为 D 为有界区域，故按蒙泰尔 ( Montel ) 定理，迭代族为紧，并由 
于正规化^~(0)二0知，这种迭代的任意子序列的极限是个双全纯映射 1 因为当 
Xj 笋1,幂 A 纟或者趋向于0、或趋向于 oo , 这与极限映射的双全纯性相矛盾，故而 

所有\ = 1, 这表明矩阵 J 5 = g ， (0) = E- 由定理4有 g(Z) = Z, 从而/ 2 为恒同映 

射，即/ = Z 


her, □ 


注. 在附加假定条件：自同构/ G Aut if 可连续延拓到闭包 F 下，定理5还可 
这样来证明：用线性变换把好变到管状区域 T = ，( x )+ iC +， 其底为锥 C + C R n ( y ) 
(参看第2目)，这时不失一般性，可假设 C + 属于正象限{仍>()，••. ， y n 〉 0}. 

设 / 二 {/ i ， … ，/ n }; 我们固定一点 x ° + iy ° e T , 并记 g k ( C ) = A (^ 0 + C " 0 )， 其 

中 （=€ + 切 G C . 在任意 " > 0 下，点; 2 二 x 0 + ㉔ 0 + 切?/ 0 G T ， 且 Im g k ( C ) > 0,而 

由于/把区域 " T 的骨架（即 M n ( x )) 变到自己，故当7； = 0时 Im gk ( C ) = 0. 因此，对 

任意 k = l , 

章习题 12) 的条件，故为线性.由此得到映射/的线性性 


函数 9 k { C ) 满足切博塔廖夫 ( Chebotarev ) 引理（参看卷 I ，第 IV 


， n ， 


• _ • 


〉 这是胡尔维茨 ( Hurwitz ) 定理的高维类比 （卷 I ，第39目)；参看第 V 章习题3 



11. 法图 （ Fatou ) 的例子 

在卷 I 中曾证明复平面 C 的任意全纯自同构，像对具任意半径的圆盘< /?} 
样，都是线性分式的（更准确地说，甚至是线性的).由前面一目的结果立刻得到, 
当 n 〉 1 时半径为任意 i? 的球 {| z | < i?} 和多圆盘 {|| z || < i?} 的自同构也是线性分 




式的 


时取极限的过程却不可能发生：容 


但是对 n > 1则有别于平面情形，当 
易看出当 n >\ 时，在 C n 中存在非线性的自同构.例如，任意映射 


— 00 


( 1 ) 


/ : { z U Z 2 ) ( Z 1 + #(之2)，之2)， 


其中 W 为任意单变量整函数，是全纯自同构.事实上，它全纯于 C 2 , 且其逆 ( W U W 2 ) 

(wi - ^ p { W 2), W 2 ) 也全纯于 C 

我们还注意，对于紧化空间和 IP ' 全纯自同构仍然是线性分式的. 

另外， C 到自身的双全纯映射是满的，即是到 C 上的映射（从而是线性的).当 

>1 时这个论断也不再成立,这可由 P . 法图在 1922 年构造的一个例子看出.我们 

给出这个例子的一个经简化版本. 

我们考虑 C 2 的两个自同构,线性的是 


2 


-- > 
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( 2 ) 


A : ( 21 ，之 2 ) h (― aq ， a %)， 0 < a < 1 ， 


而非线性的是 


V : (^ 1 ,- 2 ) ^ (^2^ 2 Z! + (1 - a 2 )zl) 


⑶ 


自同构^有两个不动点（0,0)和（1，1).在它们中的第 一 个， 


0 


7/(0) = 


2 


0 


a 


是具特征值 A = ± a 的矩阵，其模小于1，因而这个点是迭代族 V 

2,3 > --*) 1) 的吸收点. 

再考虑函数方程 


(V = 


=： O Tj 


y = 


(4) 


如果令/ = (/ i ,/ 2 ), 它则可重写为形式 

Mz) 二 fi(Az), a 2 fi(z) + (1 — a 2 )fl(z) = f z (Az), 


(5) 


从而推导出关于函数八的一个方程 


fl( z ) + (1 - a2 )fl(^ z ) — fl(^z) 

)在第二个不动点 (1,1), 特征 i 中的一个其模小于1，而另一个大于 1. 


2 


⑹ 


a 
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(在 （5) 的第二个方程中代入第一个方程中的/ 2 的表达式) 

我们将证明，方程 （6) 具有在原点的一个解，其形式为 

E k 


k 


zi + 父2 + k = [ k \. ^2) 


⑺ 


/] ⑻ 


=Zl+Z 2 + 


\ k \^2 


为此我们注意到，函数 W 方程 


^ p ( z ) - ( f ( A 2 z ) = ( a 2 - l )( a ( z 2 - z \) + ip ( Az )) 2 , 


2 


⑻ 


a 


而在研究这后面一个方程时我们将利用下面的方法.如果对所有 fc，i^i <恥|，我们 
将其记为 E a kz k 《 并记 llE^l = EK 

( p ( z ) — ip ( A 2 z ) = b ^( a 2 — a 2 ^) z k , 从而 


k 


因为 A 2 z = { a 2 zi , a 2 z 2 ). 




2 


故 


a 


\ k \^2 


咖）— ^ f { A 2 z )\\ >a 2 (l - a 2 )\\ ip { z )\\. 


2 


a 


另一方面， 


\\( a ( z 2 - zi ) + ^{ Az )) 2 \\ < a 2 {zi + + a \\ if ( z )\\) 2 , 


故由 （8) 我们得到 


2 


11 咖 ) 11《 (-1 + ^ 2 + a ||^)||) 


⑼ 


现在代替 （9) 而去考虑方程 


$(亡 ） —(t 


(1 — 2 at — y/l - 4at) = ^ c〆"， 其中 


>0,并且此级数在 


此方程有解少⑴ 

0的邻域中收敛.不难看出，+ 0) 汰故 p 的级数从而/的级数在 

点; ^二 0的邻域中收敛.如此 一来， 方程 （4) 便在原点有全纯解 /. 

我们回到对这个例子的描述.由方程⑷得到/二 rj ^ ofoA , 由此经迭代我们 

得到 / = ry _1 。 ( V 1 0 f 0 A ) 0 A = r }~ 2 0/0 A 2 , '般地，有 


2a 2 




t 




(10) 


foA ly ( z ), 


f { z ) == T ] 


—V 


v — 1,2, 


O 


由于 4 的可收缩性,从此关系式知道 / 被延拓为全纯映射 C 2 — C 2 (事实上，对任 
意 z € C 2 , 在 P 充分大时点 A ^( z ) 落在了 /有定义并全纯的0的邻域中，从而使 
(10) 的右端因而左端在整个 C 2 上有定义并全纯).我们把如此延拓得到的映射仍旧 
记作 /. 

0要证明此论断可以利用对 | fc | = n 的归 纳法； 我们应注意， （9) 通过小于 ㈨ 的系数对展式 
ii^wii = ihi / 的系数作出了估值. 


\ k \^2 
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进而，因为我们有雅可比 J v { z ) = J A ( z ) 

得到了 Mf ) - Jf ( z ) = Jf ( Az )- J A ( z ), 于是对所有 zee 2 我们有 Jf ( z ) - Jf ( Az ). * 

迭代得到了 J f { z ) - Jf ( A ^ z ), z/ = 1，2,…，又因为 — 0,那么从 J/ 的连续性有结 

之1+之2十•…， f 2 ( z ) — 

，故 J f (0) - 2a ^ 0,从而映射/局部双全纯.从关系式 


并对 (4) 中的复合函数进行微分, 


= —or, 


论 J f ( z ) =々⑼对所有 zeC 2 成立.因为在原点的邻域 h { z ) 


fi ( Az ) 

(10) 得出 结论: 它是整体双全纯的 


CLZ\ H - CLZ z + 




我们要证明，在所构造的这个映射下 C 2 的像等于自同构77的不动点的收缩区 


域 


G C 2 : lim r ] Iy ( z ) 


( 11 ) 


0 




= f ( z f ), 于是由 （10) 我们有 Tj v { z ) = 

反之，如果沪 (2) — 0,则由于/的值 


事实上，如果2 g G , 则存在点/ e C 2 使得 

rf ° /( 〆 ）=/(# 〆 ）—/(0) = 0,其中 

覆盖了原点的某个邻域，故对充分大的 P 存在点/ e C 2 使得矿⑷二/( 〆)，从而由 
(10) 知 


V oo 


f{z f ) = f{A~ ly z f ), 即 ; G. 

为了更加详细地描述0区域 G， 记 ifoU ) =之1,灼⑷ 


—V 


较为方便,而后则按 


=之2 


顺序地令 


( p ^ i ( z ) = a 2 n ㈡ + (1 - a 2 )< pl ( z ), v = 1,2, 


( 12 ) 


于是根据⑶我们得到了矿⑺二（％⑷, 办 ))， 从而像 /( C 2 ) 可写为集合 


G C 2 : lim — 0 


(13) 


G = 




我们发现，如果对;^ C 2 , 两个相邻的指标 Wv - i { z )\ ^r, I外⑻ K 

知，在此点有 |^ + i(2)| 

rA z )\ ^ r 5 从而 = I ^： r . 选取指标的子序列使|(^ +1 (之)| — Z , 我们从 

(12) 得到/彡 /( a 2 + ( l ^ a 2 )/). 如果 Z # 0,则由后面的这个不等式知 a 2 + (l-a 2 )/ ^ 1, 
从而 Z 彡1,这 与/彡 r 相矛盾，因此 Z = 0,这表明 lim ^ p v { z ) = 0,即所考虑的这个 

P 一 oo 

^ z G G . 


<1，则由 （12) 
于是对所有后续的指标 /i , 在此点有 


r , t 


+ (1 — a 2 )r 


由这个所发现的事实知，集合 A 二 {|^| < 1，|刎 ^ 1} C G , 这是因为对任 
意点 z G 我们有|(/92 ⑷I < < 2 2 + (1 - a 2 ) = 1 及类似地彳仍⑷ | < L 完全相 
同地，乃 2 = W 2 \ zi \ + (1 - a 2 )\ z 2 \ 2 < 1,1^1 < 1} c G , 这是因为这个集合中的点有 

p 3 (z)| < 1和 \ ip 4 {^)\ < 1 - 点 z = (1,1) 是对自同构 W 的不动点，而由 （11) 可看出, 
它不属于 G; 由前面所述知是 G 的边界点 2) . 

这个所构造的例子的最令人感兴趣的特别之处是区域 G 远没有填满整个空间 


该描述属于 E. Udovicic. 

2 )可以证明在环面 T = {|^| = h \ z 2 \ = 1} 上还有 G 的另外两个边界点 ( e 2 ^/3, e - 2 ^/ 3 ) 和 
( e - 2 jri / 3 ， e 2 jti / 3 )， 它们在自同构?7下互换;了的其他的点则属于 
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f 

t(l - 0 2 ) 


C 2 . 为了确信这点，记 二 


，并对0 < f 彡1考虑集合 


I 抑糾 } 


( 14 ) 


z eC 


E t 


不难看出，如果 Z G 馬，则 77(2) G 及（事实上,根据⑶点 7；( Z ) 的坐标等于77! ( z ) 

Z 2, V 2{ z ) — a 2 zi ~\-( l - a 2 ) z 2 , 于是由 (14), 我们得到 

t + (2 


Vi (^) 


Zl 


^ (1 ~ tt 2 )|^ 2 | 




— CL 


Z 2 


1 彡 t ， 进而有 MOI 彡 \ Vi (^)\ ^ k 2| ^ b k ). 由此得到对于点 z G 及， 

时趋向于0,这意味着私 c C 2 \ G ，其中 f € (0,1] 为任 

u 馬，而它在赖因哈特图上的像被线段 

(l-a 2 )l 


数量 rT { z ) 不可能在 

但是这样一来， C 2 \ G 属于集合 E 


V OQ 


思 


te(o ， i] 


2 


M，hl 4} 所界 


{0 < |^ i | ^ b , \ z 2 \ — b } 和抛物线的 一 段 { a 2 \ z 1 

定,其中 b = b \ ~ 


Zo 




1 + a 2 


> 1 


— CL 


我们所研究的结果已展示在图 12 上，其中的斜阴影线段部分确实是属于 G 的， 
而垂直的阴影部分是真正不属于 G 的部分.我们还注意到，参数值 a 越小则我们的 

估值越精确（当 
它的补集). 


0,区域 AIJ D 2 趋向于半带状 {| q | 彡0, | z 2 | < 1}, 而五 趋向 


Z 2 


因此，已构造出了一个非退化的、全纯的（甚至是双全纯的）映射/ : C 2 — C 2 , 
使得 C 2 \ /(C 2 ) 这个没有取到值的集合包含了一个非空开集- 

这个例子表明不管是皮卡 ( Picard ) 定理还是索霍茨基 ( Sokhotskii ) 定理都不能 

以直接的方式推广到 n > 1时的 C n 的全纯映射上.至于这些定理推广到高维的形 

式我们将在下一章加以阐述. 
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]]题 


1. ( a ) 设 G 和 Z 2 为 C 2 中的两条复直线，它们互不正交.证明圆 7 C ： “在 〖 2 的 
正交投影是/ 2 中的一个圆； 

( b ) 设“是 C 2 中一个实2维平面而 Z 2 为复直线.证明，如果把任意圆 7 C/i 
仍然投射为 Z 2 上的圆，则^或者是复的或者是反复结构的直线. 

2. 证明 C 2 中两条不同的复直线不可能有多于一个的公共点. 

3. 证明在 P n 中两个任意的（复）超平面必相交. 

4. 证明赖因哈特变换 a ( z ) = ( M ， …， M ) 将与集合{^， 

的任意区域 DcC n 映成空间 R n 中的区域. 

5. 证明，完全哈托格斯区域为凸当且仅当其在变换0⑻= (4, |〜|)下是 M 277 - 1 
中的凸域. 

6. ( L . A . Aizenberg ) 设对区域 D 有极小闭集 B C 8 D 使得对所有 S 中全纯函数 
有 sup \ f ( z )\ = sup /⑷，则称 J 5 为区域 D 的伯格曼 ( Bergman ) 边界. 显然 B 包含在 

z^B zGD 

区域 D 的希洛夫边界 *5 中.证明对区域^ - {0 < | zi | < l ,\ z 2 \ < | q | - ln|zi1 } C C 2 , 

{\ zi \ < 1, \ Z 2\ = |: l |- hl 卜 」}， 而 B = {\ Z \\ = 1, \ z 2 \ = 1}. 

7. 称集合 M 为类多中函数的唯一性集合是说，如果对任意函数/ G 多，它在 

M 上为零时必恒等于零.证明，下面的集合是对 ^( C 2 ) 中函数的唯一<性集合： 

( a ) C 2 中的实超 平面； 

( b ) 实二维平面 {q = f 2 } ; 

( c ) 弧 { z 2 

8. 给出一个点序列的例子，它收敛于多圆盘 C/ n 的中心并且是 (7{ U n ) 中函数的 
唯一性集合. 

9. 证明，多圆盘的骨架的任意非空开子集为类 ^( U n ) f ] C ( U n ) 中函数的唯 
一性集合. 


0} 不相交 


二 


risin(l/xi)}. 


^uVi 






时，函数 


10. 证明，如果在每个固定的 （4, 


，n 


■ • 


， ^V—\ 5 &7V+1 ， 


广(之1，…，之打) 


( a ) 是关于〜的多项式，则它是个多项式； 

( b ) 是〜的有理函数，则它是有理函数. 

11. 举出函数 f ( z u z 2 ) 的例子，它对 q 在 {| q | < 1} 中全纯，其中勿,|幻| < 1 

为任意，另外它对 Q 在 { N | < 1} 中连续，其中卜 l | < 1为任意，而它不是对 

^ = (^1, ^2) 在双圆盘 {|^ l | < 1，|勿| < 1} 中的连续函数. 

设 c / n 为多圆盘， r 为其 骨架； 证明，如果对函数/ e 在 r 

±1/1- 常数，则/是有理函数. 

13. 构造幂级数，使它的收敛区域是： 

( a ) 球{之 G C 2 : \ zi \ 2 + \ z 2 \ 2 < 1}； 


12 
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( b ) 区域 {z eC 2 : \ zi \ + \ z2 \ < 1}. 

14. 证明，任何凸的赖因哈特区域是对数凸的. 

15. 证明，在施瓦茨引理条件（第9目定理 6) 中不等式 （9) 可以用下述方式更 

加精细化：||/(^)|| 2 ^ ll - llr ^ 其中1是将九展成齐次多项式的级数时那些最低 
非零多项式的最小次数. 

16. 设/为单位球 B C C n 到 C n 内的全纯映射，满足/(0) = 0. 证明，这时对 
任意数 P > 1成立下面对施瓦茨不等式的推广： 

幻凡⑷ l p < kl p sgp[l/iT ， 


z e B 


17. 给出出现在本书前一版中一个命题的反例，这个命题是：如果在施瓦茨引理 

中 II.IU 和||.|| 2 为具严格凸球的范数，则等式 \\ f ( z)h = Iklli 在复子空间 LCB 1 

成立 • 


< 1} 双全纯等价于区域 D 二 { y n > PI 2 } •(提 
(1 - z n )/{l + z n ).) 我们发现庞加莱首先考虑了 


18. 证明 ，^ B 11 = { zeC n 

z /(1 + z n)i z n 


: Z 


示：考虑映射 

曲面 {z eC 

19. ( V . V . Rabotin ) 我们以 ^( C n , C m ) 表示所有全纯映射/ : C 

其拓扑为使它在紧集上具一致收敛性（如果在任意 K ㊁ C " 上/〃 -> /是一致的，则 
称点序列尸 e 没 ( C ' C m ) 收敛于 /) •设 Q 为拟满映射/ € 6( C ' C n ) 的集合，即 
那样的映射使 /( C -) 稠于 C ' 而 F 为其补集（特别，法图型的映射，即一个同胚使 
得 f ( C n ) 不稠于 C n ， 属于 F ). 证明： 

( a ) 集合 F 稠于 0( C ' C n )， 特别点/ G 0( C n ， C n ) 的任意邻域中存在法图型的 


2 


2 


V2 = \Zl 


c m 的集合, 


映射; 


( b ) F 和 Q 为道路连通 • 

20 . 举出全纯曲线 /:€-€- 的例子，使得它对所有可能的趋向无穷的序列 
C l eC 的极限值集合等于 C ". (提 示： 利用卷 I 第 V 章的问题 9.) 

21 . 证明具有上面问题20性质的全纯映射 f : C ^ C n 的集合在空间 ^( C , C -) 

中处处稠密. 


第 


曰 


基本的几何概念 


本章将介绍高维复分析的一些基本几何对象.其部分内容 （§7, 特别是 §9) 包含 
了从其他数学领域中引述的辅助素材，它们对进一进构建理论是不可或缺的.这种 
素材可以略去，因为在以后的阅读中如果发现有必要则可重新回来. 


§5. 流形和斯托克斯公式 


12. 流形的概念 


我们假定读者已熟悉这些概念 1 ) 并且我们只局限于复习以及做一些复结构特 
征的描述. 

设给出了连通的豪斯多夫空间 M ， 其具有可数的开集基.假定 M 具有覆盖％ = 
{ U a }aeA ( A 为任意的指标集)，其中区域 C M 同胚于空间 IT 的欧几里得球 

偶对 （ C 4 nWa ), 其中 ^Pa ' U a B a 为同胚，被称做 一 个分图表，而称分图表的 一 个 
组 W 二 {{ U a , ip a )} aeA 为覆盖欽的总图表.称邻域为坐标邻域，而称向量变量 

,0 = ^ U a 为使用在 C / a 上的局部坐标 • 

如果 C/m = C 7 a f ] Up ^0 , 则有同胚 


( 1 ) 


^Pa[U a p) — Bp 


V^a/3 — ° 


_ 


) 例如，参看 M. Spivak, Calculus 


manifolds A modem approach to classical theorems of 
advanced calculus, Benjamin, New York and Amsterdam, 1965. 有中译本 . 


on 
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(见图 13); 称这样的同胚为总图表 i 的破连 关系 . 因为相容关系是]中开集间的 
同胚，故而可谈及其光滑性.如果总图表 W 的所有毗连关系都是0类的映射，贝 ! J 
称 W 是个 A :- 光滑总图表 . 当 A : > 1 ，所有 fa /? 为微分同胚，故而 det / 0 1 、 


图 13 


为了到达流形的概念，还需要走出最后 一步: 摆脱具体总图表的选取.对于这个 

条件，假设给出两个总图表 W 二 {{ Uc , ip a )} A 和# = {( Up ,( Pp )} peB ^ 其为光 

滑，且它们相应的空间 M 的覆盖为 { C / a } ae A 和 {叩祕 我们称这两个总图表是等 

价的是说,如果它们的并二 U ^ a ^ a ) A ^^ p ) hEA ./3 eB 也是 k - 光滑总图 
表.最后这个条件的意思表示在从 一 个总图表的分图表到另一个总图表的分图表之 

间的毗连关系具有与在每个分别总图表中的毗连关系具有相同的光 滑性 . 称空间 M 
连同在其上定义的 /c - 光滑总图表的等价类为 fc - 光滑流形 . 当 A : = 0称该流形为 

拓扑 流形.覆盖皆中区域所同胚的球的维数被称为 流形的 （实）维数 （n = dimj ^ M ). 

在 fc - 光滑流形 M 上可以论及 d 类函数， 这是这样的函数/ : M R , 
它在任意的局部坐标# = %(p) 下，复合 / o K 1 是在开集 ^a(^a) C M n 上的 0 
类函数.显然，这个定义是合理的，既不依赖于所考虑的等价类中总图表的选取，也 
不依赖总图表中分图表的选取. 

复流形的概念以同样的架构来定义.设空间 M (具相同的假定）被开集 C / a 所 


覆盖,它们同胚于 2 n 维球，而: — C n 为这些同胚 （ z a = ^ Pa ( p ) 被称为局 

部坐 标). 称总图表 W = {( U a ,( fia )} aGA 为复的是说，如果所有的毗连关系％0 = 

( a ，/? € 4) 为 C n 中 对应开集间的 双全纯 映射. 称两个这样的总图表为等价 


^ 0( Pa 

是说它们的并也是个复的总图表 • 称空间於连同在这种关系下的等价类为复流形. 

= dim c M 为流形的（复） 维数. 我们给出一些复流形的例子. 

(1 ) 空间和它中间的区域是 n 维复流形的平凡例子.对 C 71 可取由一个分图 

C n 可以用球族= {| z - a | < 


数 


表组成的总图表: c ” 本身及恒同映射 A 区域 D 

覆盖（这里的 6( a ， dD ) 为点 a 到⑹的欧几里得距离)；所有映射 


C 


5{ a , dD)},a e D 


，故对类总图表，与％/3 一起 (^ a /3)- 1 也属于这个类 • 


D 注意 ， M 


―1 


— V^/3a 
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和毗连关系都是恒同映射 


(2) 复射影空间 IT 可以 有一个有限的开覆盖％ = {卜，…， n ] e IP n : % + 

(显然， 条件％ • # 0不依赖于类的代表元的选取).作为％中的 


0}， j = 0 ， 

局部坐标,我们选取 


，n 


%( M ) = ( 


W j —1 W j^l 


W 


Wo 


Uj C n ; 


W 3 


W 3 


^3 


W 3 


显然， = C n . 不难相信，总图表 {( Uj ,( pj )}? = Q 是复的，即它的所有峨连关系是 
双全纯的 1 等价于此的总图表将 IT 定义为一个 n 维复流形. 

特别地， P 1 = C 被两个开集覆盖: C/o 二 {{w^wAiwo^ 0},Ui = {卜 ，切 i ] : 切 i ♦ 


J }, 在第 一 个中有局部坐标 2 == Wi / wo , 而在第二个的坐标是 Wo/wi = l / z , 

(3) 空间 f (见第1目）也是个 n 维复流形.为确认此论断，就像前一个例子那 
样，我们覆盖具变量〜的球面 C 以两个邻域 C/P = C ,= C \{0}. 于是 f 被 

u ^ ] 覆盖，其中 j = ( jl ， …， jn ) 为由0和1组成的任意 

，4”)，其中如果九= 0,则分 


( 1 ) 


2 n 个邻域％ 

数组.在每个％中使用的坐标是 W = ( g 1 ， 


X 


X 


賺鲁 ■ 




1则泠二 \ jz v . 总图表显然是复的 • 

(4) 格拉斯曼流形 G { n , k ), k < n , 定义为中 A : 维射影子空间的集合,或者等 

价地, C -+ 1 中通过原点的 （fc + l ) 维子空间的集合 2) . 这是射影空间 G ( n ，0) = IT 的 


如果 


3 


推广 


为了对 G ( n ， k ) 给出一个分析的描述，我们固定它的一个点 II ，即 C n+1 的一个 
(fc + 1) 维子空间，并且在其上选取 fc + 1个线性无关的向量 a 〃二 （a 
0,... X 并用它们构造一个矩阵 


， O ," ~ 


0, 


«0 


«0 


( 2 ) 


A = 


k 


o 


该矩阵的秩等于 fc + i . 如果在 n 中选取了另一组基 {6-}, 则它可经 {#} 以公式 

， k ) 表出，其中 c 二 ( c ^) 为非退化矩阵，于是相应的矩阵 


k 


: Cfj^CL {jy 


0, 




• • • 


/i=0 


有 


b°o 


blS 


(3) 


=AC 


B = 


b° n 


K 


1】 我们来写出这个例子的关系式 


有 "01 = {M •• ^ o,^i ^ o }, v ? o ( M ) =(忉 1/_，•••， 
/ wo ) = Z ,^ Pq ( Uq \) — € n \ { z \ = 0 }. 另外 ^ Pq 1 { z ) = [ l , z ],( pi ([ l , z ]) = ( 1 /之 1 ，之 2 /之 1 ，…, Zn / zi ), 表 


W01 


明 ^01 : (^ 1 ,-- , Z n ) ^ {^/ zi , z 2 / zi ^- , z n / zi ) 


2 ) 这两个集合间的对应关系由映射 P : C -+ 1 \ { 0 } -> P - 实现，它的每一个点关联一条通过点 0 
和这个点的一条复直线. 
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反之，任意秩为 fc + 1 (0 彡 A: 彡 n) 的 (/c + 1) x {k-rl) 矩阵 Z 可以与一个通过原 
点的 (/c + 1) 维平面 n C C -+ 1 相关联,即由这个矩阵的列向量张成的平面（这些列向 
量线性无关).这同一个平面 n 也将对应于由4右乘非退化 （fc + 1) x (fc + 1) 矩阵 c 

得到的矩阵因此，格 拉斯曼流形 G ( n , fc ) 可 以解释为秩为 fc + l 的 (71 + 1) x(/c 4-1) 

矩阵类的集合，其中的矩阵被下述等价关系所分类： A 〜 B ， 如存在一个非退化的 
( A : + 1) x (fc + 1) 矩阵 C 使得 B ：- AC . 

这个解释让我们在 G ( n , k ) 中可以引进坐标.对给定的点 n G G ( n ,/ c ), 我们选取 

它的代表矩阵（2)，并且对任意数组 " =(冲，…，外)，0 ^ < ^1 <…< A <打，我 

们选取 


k 


0 


a 


a 


⑷ 


det 


Vv 




k 


0 


a 


a 


由前面所述可知，并非所有的数％都等于0,并且它们被准确确定到一个非零复数 
因子（在 A 换作矩阵 B 二 AC 时，它们被乘以因子 det C ). 反之，给出矩阵 A 的 

子式 W 便决定了对应的平面 II ，这是因为向量2与 { a ^} 的线性相关条件是矩阵 
(/，••• ， a k , z ) 的秩等于 fc + 1 并可用这些子式表达.同样清楚的是，对所有子式乘以 
非零复数因子并不改变平面 n . 

因此，数⑷是个推广了的齐次坐标，它被称做流形 G ( n , k ) 的 普吕克 ( Pliicker ) 
坐标. 它们的个数等于从 n + 1中取 fc + 1的组合数，即 


(n + l)n …（?7 — /c + 1) 

( fc + i ) 


n + 1 


⑹ 


N = 


1-2 


fc + 1 




着 




G ( n , k ) 中复流形的结构也像在射影空间中那样引进.以邻域 C 4 二 {n G G ( n , k ) : 
P ,( U ) ^ 0} 覆盖该流形，我们取其中一个作为例子来考虑，譬如 h 这个邻域的 
点可用矩阵 


«0 


0 


a 


0 




«0 


E 


k 


0 


a 


a 


k 


k 


Z 


k 


0 


a 


a 


k 


k 


其中 E 为 (fe + 1) x (fc + 1) 单位矩阵，而 Z = ( Z a /? ) 为任意的 （n — fc ) x (/c + 1) 矩 
阵.这样的表示是唯一的，并且数〜0可看成是在邻域 U 0 〜 k 中的局部坐标.这些数 
是任意的，从而 U 0 ... k 的复维数等于 


( 6 ) 


二 （n — k)(k + 1) 

类似地在该覆盖的其他区域中引进局部坐标，而毗连关系为双全纯，因而 dim G ( n ,/ c ) 


m 


= m 
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点 II e G { n , k ) 确定其普吕克坐标到一个乘法因子，而它们的个数等于 iV . 如果 
把它们看作是射影空间 IP ^- 1 的齐次坐标，则它们定义了嵌入 p : G{ru k ) 

因为在一般情形有故而不是所有的普吕克坐标都是独立的，在它们之 
间存在有关系，这些关系给出了在嵌入 p 下作为 F N ~ X 中的复 m 维曲面的 G(ru k ) 


7 V -1 


P 


的像 


例题.格拉斯曼流形 G (3,1) 可以解释为 P 3 中的复直线.如果以其上的两个点 
给出一条直线,这两点的齐次坐标分别为 ㈤ 和[_，则其普吕克坐标为 


⑺ 


fi < ta 1 / = 0,1,2,3 

它们有六个，故 P : G (3.1) — P 5 , 但根据公式（6 )， dim G (3,1) = 4,于是在之间 
只有一个关系式.立即可验证它是 




⑻ 


P01P23 — P02P13 + P03P12 = 0 


因此， G (3, l ) 可以表示为 P 5 中的二次曲面，它由齐次方程⑻描述.称此曲面为克 

莱因 （ Klein ) 二次曲面. 


， p 23 ) 的空间 C 6 中的酉变换可将克莱因二次曲面变到# + 


氺证明，用具坐标 ( p 0 

■ = 0.氺 


+ 


• 響 ■ 


1, 


设71/和 JV 为两个复 流形; 称映射 f : M — N 为全纯 是说，对任意点 p € A / 映 
射畛 o / o ^- 1 为全纯,其中 w 和畛为用于点 P 和二 /( P ) 的邻域中坐标的局部同 
胚.显然这是个正确的定义，即它不依赖于局部坐标的选取.以记号 N ) 表示 
从复流形 M 到复流形 7 V 的所有全纯映射的集合，而 學) 像以前那样是 M 上的 
全纯函数集. 

特别地,在流形 IT 和 f 上的全纯函数定义为全纯依赖于它们的开覆盖邻域中 
所使用的局部坐标的函数.例如，如果函数 g ( z u z 2 ) - f ( z u l / z 2 ) 在点 ( a 1? 0) 全纯， 
则函数/在点 ( a 1? oc ) GC 2 


^0全纯.因为 P 可用泰勒级数表示 




Z2) — > : Cf Cl i C2 (z\ — ci 1) 1 ^2^ 

k\ ,^ 2—0 


且此级数在某个双圆盘 {|q - < 0 上 2 | < r 2 } 中收敛，则/可由洛朗级数 


{zi - ai) kl 




c kik 2 


4 2 


k\ y k2 =0 


表示，它在点 ( a l 7 oo ) 的邻域 {|q 

我们注意到全纯于复流形的函数所具有的两个简单性质. 

1》 当 k = n — l 时我们有 N — 1 = m y 而在 / c 固定时当 n 增大则数 7 V 比 rn 增大得更快 


< r u \ z 2 \> l / r 2 } 中收敛 • 


— 
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定理1 (唯一 性). 如果 M 为复流形，函数/，0 G 6( M ) 在 M 中的一个非空开 
子集（在 M 的拓扑下）重合，则它们在 M 上处处重合. 


证明 •以五表不使 /( P ) 二 g ( P ) 的点 p G M 的集合的开核；按假定其非空.我 

们将证明 E 是个闭集.事实上，设点 Po G M 是 E 的一个极限点.在此点的邻域 

U C M 中使用了局部参数 < 二 ^( p ), 而函数/ 

C° = W ( PO ) 为全纯.在点 C G 的任意邻域 VCB 中存在点 C 1 使得 Pl = € E , 

又因为在 Pl 的某个邻域中/三仏故在 C 1 的某个邻域中有 /。 f 一 ] 

5目的唯一性，最后面的这个恒等式在 V 中处处成立，从而 Po^E 

因此，£；非空且同时既开又闭.由于 M 按定义为连通，从而得 到五三 i \/， 即在 

M 处处成立/三仏口 


在球 B cC n 的点 




由第 


~1 


= 9 


定理 2 (极大值原理). 如果函数/ G 且|/|在 M 的内点达到极大值，则 

/在整个 W 上为常值. 


证明 .设|/|在点 po G M 达到极大值;我们考虑使用在该点邻域中的局部参 

数 C = W ( P ). 在点二 ^( Po ) 全纯的函数 / cf HO 的模在该点达到极大，故根据 
第5目函数/ W 1 在 f 的某个邻域中为常值，这表明/在点 po 的某邻域中为常 
值.由前面的定理知/在整个 M 为常值 .口 


推论.在紧复流形上所有全纯函数都是常数 


(称流形 M 为紧是说，如果作为拓扑空间它是紧的，在这样的流形上任意连续 
函数的模总在某个点上取得极大，从而论断由定理2立即得到 .） 

13. 闽可夫斯基 （ Minkowski ) 空间的复化 

在1908年德国数学家 H . 闵可夫斯基引进了时空空间的概念，它是点 x = 
( x 0 , x 1 , x 2 , x 3 ) 的四维实空间并在其上赋予了 “双曲”度量 


( 1 ) 


—X 


_ • 

x 3. 


mXj mXj 


代表时间，而其余的坐标则是空间的.这个空间在相对论中起着基本作用. 

根据这个理论的基本假设，信号的速度不可能超过光速 C ; 我们把光速取为 1. 
方程|卜|| 2 二 0在空间 M 中定义了一个圆锥,称其为顶点在 X = 0 的光锥.它的内部 

{ x \ + a；2 + a：3 x o } 被分为两部分，各自对应于〉0和邱 < 0,分别称做 未来锥 
和过 去锥. 它们由所有那些点组成：根据所釆取的假设，这些点可与点 x = 0 在未来 
或过去相联络;而与该锥外的点则不可能联络. 

在现代数学物理中出现了对空间 M 进行 紧化的 要求，即将其作为实子空间 
R \ x ) 嵌入到 C 4 中，并且以点 z = x + iy 加以完备，根据同样的假设，要求它们满足 


Xo 
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2/1 + 2/1 + 2/3 < 2/0* 如果我们考虑圆锥 C ± = {y GM 4 : - yj ~ yl - yl > 0, y 0 ^ 0}, 

和在它们上面的管状区域 




( 2 ) 


= x + iy : x E 


贝 1 j 导致 了闵可夫斯基空间的复化 


(3) 


M c = 


实闵可夫斯基空间 M 构成了区域 A 尽的公共边缘，而且是它们的希洛夫边界（参看 

第5目）. 


瑞士物理学家泡利 （ W . Pauli ) 提出以埃尔米特矩阵 


Xn - {-Xi X2 + IXs 


⑷ 


X — 


X2 - 找 3 


Xq 一 X\ 


表示点 z G M ; 这个表示的好处是有 det X = || x || 2 - 延拓到 C 4 上的泡利变换 


^0 + Z 1 z 2 + lz 3 


L • (^0 > ^1 ? ^2 5 ^3 ) 


Z2 — IZs 


之 0 — 之 1 


是非退化的线性变换,是第2目中 （10) 中所见变换的逆.它把管状区域 iv /呈 分别变 

到广义上半平面和下半平面丑± = {Im Z $ 0}，其中的 


^00 ^01 


(5) 


Z — 


ZlO Zn 


这是 C 4 中点的矩阵表示， 


z 0 l — z 10 


2/00 


2 i 


( 6 ) 


(Z — Z *) 二 


=Im 


Im Z 二 


， Vj 


z jk ， 


Z 10 ~ Z 01 


2 i 


2 /n 


2 i 


这是个埃尔米特矩阵，而符号〉和 < 表示它们为正定或负定.在这个变换下空间 
M 自身变到埃尔米特矩阵 Z 的集合，其中 Z 满足 Im Z = 0,即一个实的四维平面 

0 ,^oi = z 10 } C C 4 . 在本目后面我们将利用矩阵表示 C 4 的点，但常常 

不区分所论及对象和它们在泡利变换下的像，把和 L ( M C ) 考虑为两个等价的复 
苟可夫斯基空间的模型.特别，我们保留 M 呈和 M 为它们在映射 L 下像的记号. 

我们所描述的这个复化在英国数学和物理学家彭罗斯 （ R . Penrose ) 近年来所进 

行的一系列研究中得到了重要的应用 1 \ 

在物理中，在无穷远处的条件起了很大的作用，而为了研究它还需要对空间 
进行紧化.彭罗斯建议为此将 M e 嵌入到格拉斯曼流形 G (3， l ) 中，这时由前一目的 


{P 


00 二 Vii = 


1〉 例如，参看文集《扭转子与规范场 （Twistors and gaugefields) 》（ M •: Mup, 1983) 
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公式 （6) 知它的复维数正好为 4. 对应于刚在前面说过的，我们把点 ZeC 4 以下面 
矩阵表示 


0 


E 


0 


⑺ 




Z 


^01 


厶00 


応 10 z ll 


而它们的集合就是被看作 G (3， l ) 的标准覆盖的区域中的一个，即这个流形的 仿射部 


分. 


G (3， l ) 的一般点由 4 x 2 矩阵 D 




⑻ 


Z = 


Z 2 


的等价类表示，其等价关系 U 是存在非退化 2 x 2 矩阵 C 使得 Z ' = ZC . G (3,1) 
的仿射部分的点为形如 （8) 的矩阵所代表，在其中 det & # 0,这是因为对它们而言， 

Z 有⑺的形式，而其中 Z = ZsZf 1 . 于是，在所描述的这个紧化下， C 4 的 
无穷远处被粘上了满足 det 4=0的形如⑻所代表的点集.特别地，在实空间 il / 
上加上了矩阵⑷的集合，其中有 det X 
了 R 4 中的圆锥. 

但是，我们感兴趣的不是整个 C 4 , 而仅仅是上面所定义的它的部分.为了 

把它区分出来我们引进4 x 4矩阵 


1 


zzr 


^2 _ 

Xn Jb 1 Jbn 


2 


二 o , 即在无穷远处粘上 


—X 


2 


3 


0 


0 —iE 

iE 0 


⑼ 




这是一个分块矩阵（这里的 E 为单位矩阵，0为2 x 2零矩阵)，我们再考虑形如 


$( Z ) = 


的矩阵,其中 Z 为形如⑻的矩阵，而 Z * 为其共轭转置矩阵.我们注意到，在 G (3,1) 
的仿射部分芝具有形式（7)，这个形式为 


0 -iE 
iE 0 


E 




$( Z ) = ( E , Z *) 


= 21 m Z 


Z 


对形如 （8) 的任意 矩阵瓦 矩阵 $( Z ) 显然是埃尔米特的，而它的符号在对 Z 乘以 
非退化的2 x 2矩阵 C 没有变化 2) .故而在格拉斯曼流形上我们可区分出区域 


Ml = {Ze G (3,1) : $( Z ) 彡 0} 

矩阵2 _写为分块 形式; 其中 A 和 Z 2 表示2 x 2矩阵. 

2 ) 显然， ^(zc) = C^^(Z)C. 
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和集合 


M - {Z e G (3,1) : $( Z ) = 0}; 


就像由上面进行的从 G (3, l ) 的仿射部分计算 Z 看出，它们分别是 il 乓和 M 的紧 

化.称并集 




( 10 ) 


M 


为复射影闵可夫斯基空间. 

在前一目已证明， 点 Z € G (3, l ) 可几何地解释为 P 3 中的直线或者 C 4 中由矩 
阵 Z 中列向量张成的平面.特别地，当对此格拉斯曼流形的仿射部分的点以形如 （7) 
的矩阵乏表示时,这些平面具有形式 


0 


0 


+ /i 


^01 


之00 


z ll 


ZlO 


其中为具坐标 (^0/^1, ^2, ^3) 的列向量，而 A 和/ X 为复参数.把这个等式用坐标 
重写，我们发现 A 


，从而这个平面方程有形式 


— fl = W\ 


W2 = Zoo Wo + ^ 01^1 

W 3 = z lQ w 0 + Znwi 


w 2 


u,0 


, 或者 


( 11 ) 


= z 


Ws 


W\ 


如果假定％为 P 3 的齐次坐标,则方程 （11) 为形如⑺的点 z 所对应的射影直线 
的方程. 


由此经典解释出发，彭罗斯提出从闵可夫斯基空间 M e 过渡到复射影空间 P 3 中 
去，他称它们的点为 扭转子 ( twistor ). 仍旧是这个源于格拉斯曼流形的变换,它把每 
个点 Z € M c 联系到对应的射影直线 〖 C P 3 , 现在则被称做 彭罗斯变换. 就如我们刚 
才所认识到的，在仿射部分 C 其中的点以形如 （5) 的矩阵 Z 表示时，彭罗 

斯变换的形式为 


W 2 


WQ 


e IP 3 ： 


( 12 ) 


=z 


p : Z i— > z 


IV 




W\ 


W 3 


z 


中，彭罗斯变换有形式 


* 证明在 G ( 3 , 1) 的一个分图表使 Z 二 


E 


* 


Z 
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为更详细地描述彭罗斯变换,我们注意到借助于矩阵 （9) 可以在 P 3 的扭转子空 
间中引进埃尔米特形式： 


= i(WoW2 + WiWs — WoW2 — W\Ws) 

21 m (狗奶 2 +切1极 3) 






(这里的 w 为齐次坐标构成的列向量).这个形式在 IF 3 中定义了一个实超曲面 


N — {w ^¥ 3 : Im (⑽ 0 初 2 + 切 1 而 3) = 0}， 


(13) 


它将 P 3 分成两个区域 


D ± = { we¥ s ： $(切)彡 0} 


(14) 


* 证明非退化线性变换能把 iV 变到超平面 


2 


2 


2 


2 


N f 二 {w e P 3 


= 0 } 


* 


: Wo + W\ 


W 2 


W3 




彭罗斯称点 w e D ± 分别为正和负扭转子，而点 weN 为零扭转子 


定理 1. 彭罗斯变换 p 将 M 呈中的点分别变到整个位于正和负扭转子的区域 
D 士 中的直线，而 M 中点则变到零扭转子超曲面 iV 上的直线. 


证明.我们将对 M c 的仿射部分的点证明该定理.此时彭罗斯变换具有 （12) 的 

形式，因而对在直线/ = p ( Z ) 上的 点切有 


忉0 


0 -iE 
iE 0 


忉 o 


Wq 


W\ 


屯 ( w ) = 


Z 


W\ 


W\ 


Wo 


Z 


W\ 


忉 0 


Wq 


( Z - Z *) 


wwim w\ 

-- I 


W\ 


W\ 


由此看出当 —— Z *) = 21 m Z , 0 时，则 ^( w ) _ 0. □ 


于是，区域 c P 3 中的每一个包含了依赖于四个复参数（矩阵 Z 的分量）的 
射影直线族，而超曲面 iV 是依赖于四个实参数（埃尔米特矩阵 Z 的分量 ， Im Z = 0) 
的直线族. 


定理1解释了示意图14;在其上空间 M 显示&直线，而超曲面 7 V 为双曲线（见 
定理1上面的习题).我们$意，彭罗斯变换不仅在上有定义，而且在整个 G (3,1) 
也有定义，但是 G (3,1)\ M C 中的点变到的射影直线与 TV 相交且部分地位于 D +, 而 
部分地位于 . 
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为了今后应用，我们需要两条对应于 G(3,l) 中某个分图表中点的相交条件，譬 
如说其仿射部分,在此处这些点由形如 （5) 的矩阵 Z 和相交条件在于由 （11) 中 
的方程和类似地对 Z' 的方程构成的方程组有非零解（交点的齐次坐标不全为 0): 

Z —E 
Z ， 一 E 

我们看出，如果 Z' / Z, 则在条件 （15) 下这个方程组的秩等于3,即其解 

u， 0 , 別，如 2 , 奶） 确定到差一个因子，故直线 p(Z) 和 p { Z f ) 的交点唯一. 

因此，如果 p { Z °) = / 0 ,则点 Z - Z° + F 对应的那些直线与相交当且仅当 
det V = 0. 称在空间 C 4 中的复超曲面 


= detf — Z) 二 0 


(15) 


det 


Cz v ={Z = Z °- hV : det V = 0} 


为以为顶点的复光锥. 

容易看出，对那些 detF = 0的2 x 2矩阵V由能表示为形如 


ao Ad o^o Pi 
o^iPo o^i Pi 


ao 


(/?o，/3i) 


v = 


Ql 


的矩阵所刻画，其中 a ^ PjEC 1 ^. 故圆锥 O 的点可由 


之 Si + a oPi ， 


:oo = + ^oPoy 

之 10 二 + Ql /^0， 之11 = 之?1 + Ql /^1; 


Zoi = 


(16) 


平面族 {Up} , 其中固定了值 


由此看出在这个圆锥上存在两个复二维平面族 
3 = (A), A), 而参数是变量 a 二 (a^ aOeC 2 , 以及另一个 /?— 平面族 { n a }， 其 a 固 
定，0变化（其实际上为平面，可由它对参数的相关性看出). 


a— 


)事实上，由此表示立即得到 detV = 0;反之，如果 det ( a jk ) = 0,则由方程组 a 0 p 0 = 

… , ai/?i = an 可求出 a 0 , …， ft 中一个量对另外量的比. 


aoo . 
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氺证明，每个 a - 平面与每个 " - 平面（当 Z G 固定）相交于复直线即复的光线.氺 

当顶点 Z Q 固定时，彭罗斯变换 p 使每个 a - 平面 ％ C 相伴 P 3 
中某个点（扭转子)，而每个0-平面则相伴 IP 3 中的某个平面，即对偶空间 1】 ( P 3 )* 

中的点（图 15). 


定理 


參 


l 0 =p(Z°) 


Z 


图15 


证明. 直线 <0 = p ( Z G ) 与丨二 p ( Z ° + V )的交集由方程组 


忉0 


忉0 


ao 


u ， 0 


w 2 


w 2 


二 Z 0 


= Z ° 


(17) 


d Pi) 


Otl 


m 


W\ 


忉 3 




w 3 


定义.为了得到平面中点的像需要从方程组中消去 cv . 考虑到第一个方程，第二 
个方程被重写为 


ao 


(ft) 初 0 + Pi w \) ~ 0, 


ai 


而因为当 Z /沪时， ao 和 a ； L 不同时为零，故 p 0 w 0 + (3撕二0, 并且在/?固定时从 
而得到唯 一 确定的比值 Wi / wo ； 然后从第一个方程求出切2/切0和 ^3/^0- 于是对所 

有点 z en p j = p{z) 与直线 〖0 = p{z°) 的交点为同一个.可以认为在彭罗斯变换 
下这个点对应于 n /5. 

为了找出 /?- 平面 n a 的像，需要在 a 固定时从 （17) 的第二个方程中消去参数 
ft ) 和 A . 这可由对其第一列乘以叫，第二列乘以 


，然后相加，从而得到 


一 


( zQ 0 ai - Zi 0 a 0 )wo + (^Si a i - ^ii a o)^i 


OL \ W 2 — 




这是个通过直线 L = p ( Z G ) 的 P 3 中平面，它包含了所有当 a 固定时对应于点 ZeU a 
的直线.所以可以认为 p 将平面 n a 相伴于这个点 .口 

称做射影空间 pn 的对偶空间的（『)*是所有复超平面 {aowo + 

合，每个这种超平面相伴于 （ PT 中具齐次坐标 ( ao , ••- , a n ) 的点. 


+ a n w n = 0} C P n 的集 


■ _ 
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我们来仔细描述彭罗斯变换在实闵可夫斯基空间上的限制 ， p : 71/ 

(13) 中看到的，在 7 V 上有复直线 《oo = {吻 


N . 像在 

参看本小 


0 


0}, 它对应于点 








E 


X 


目 （12) 后面的习题 . 7 V 上与它相交的直线对应了点 

的埃尔米特矩阵，这是些在对 M 紧化时附加空间 M 上的同一个元素.其他对应 
T iVX / oo 中直线的点构成了仿射部分 M C 及.像前面那样，它们由埃尔米特矩阵 


，其中 X 为满足 detX -0 


E 


X = 


为实数，而 C 


+ ix 3 为复数. 

det(JT — X 〃） 刻画了 


听代表，其中 

点 X \ X n eM 之间闵可夫斯基距离的平方 W - X 〃 

在 P 3 中两条直线 T 二 p ( X ') 和 l n - p { X , f ) 之间的距离：对埃尔米特矩阵，这是个实 
数.顶点为 e M 的复光锥在 M 上的限制，即那个被称做光锥的 K X o = C Xo fl 
由那些形如 x ° + r 的点组成，其中的 y 是行列式为零的埃尔米特矩阵.这些点与 
X 0 相距为零，因此也称为迷向锥.具有零行列式的埃尔米特矩阵具有形式 


U = Xo + X\,V — — X\ 


= X 2 


2 




并且依赖于三个实参数,故圆锥 i ^ x 。 为实三维，它由实直线 {X = X ° ^tY : tGR } 
组成，称其为 光线; 彭罗斯变换把这条光线上的点变为 iV 上与 l 0 = p ( X °) 交于同 一 
个点的直线.在这种意义下可以说成，在 M 上的彭罗斯映射把光线变成零扭转子， 
即 iV 中的零（即光线“坍塌”）. 

最后，我们来描述闵可夫斯基空间研^双 g 纯1同构.先考虑 G (3， l ) 的保持 

3式$不变的线性变换群，从而保持流形_，及和逆不变.我们将以形式 

Zv^gZ 


(18) 


DC 
B A 

2 x 2 矩阵.在 G (3, l ) 的仿射部分这些自同构可重写为形式 

D + CZ 
B-V AZ 

即用一个线性分式矩阵函数给出. 

保持形式 HZ ) - 不变的条件在变换 （18) 下为 Z ^ g^gZ = 它导 

出矩阵恒等式 g^g - 或者考虑到公式⑼和（18)，有 

D C 
B A 


为非退化 4 x 4 矩阵.而块形子式 A 


, A 为 


给出这种自同构，其中 g 


E 


E 


， W = (AZ + B)(CZ + D )~\ 


(19) 


W 


Z 


0 —iE 
iE 0 


0 —iE 
iE 0 


D * B 
C * A 



基本的几何概念 


它等价于条件 


D*B = jB*D, C*A = A*C, A*D - C*jB = E 


(20) 


(第四个等式 D*A — B*C 二 E 自动 满足： 可由第三个推出).这些等式与第10目的 
(15) 相同，从而在 G (3,1) 仿射部分的群 r 与在那里所考虑的群 r 相同. 

特别，在那里曾分出一个整线性变换子群 r 0 : 


( 21 ) 


Z I~> AZA" + B, 


其中 A 为任意的非退化矩阵，而 S 是个埃尔米特矩阵 1 \但是还有一系列的具有非 
退化矩阵 C 的变换，它们根据第10目 （18) 可写为 


B-CiZ-D)- 1 ^, 


( 22 ) 


Z 


其中 b 和 d 为埃尔米特矩阵 . r 的其余部分也由一系列变换组成，但它们的矩阵 c 

退化而不为零. 


* 证明变换 


Zoi 


W ^ —- 


det Z 


zoo 


ZlO 


属于这个系列，对其而言， （20) 中的矩阵 


0 


0 0 


A — D = 


， C 二 


—B — 


0 0 


0 


退化（但 （18) 中的矩阵0非退化). * 


定理 3. r 中的映射在区域 m 呈中双全纯 


证明 .ro 中的映射在整个 C 4 为双全纯.系列映射 （ 20) 在圆锥 det(Z -D) = 0 
上有奇点，但因为 D 为埃尔米特矩阵，故 Im(Z -D) = lmZ 从而 Z - JD 连同 Z 

均属于但是这些区域不包含退化矩阵（参看第10目 （17) 下面的习题).故圆锥 
det(Z -D) = 0 属于的边界. 

具有退化矩阵 c # 0的 r 中的映射被 ro 中的变换变成的形式中矩阵 c 为对 
角形,这就像在前面习题所给出的那样.于是利用条件 （ 20 ) 可 以证明该映射的奇点 
与平面咖 + 4 o -0 相同，其中 4 t ) 为实数，而此平面又不可能属于区域 M |， 这是 
因为在该平面上 yoo = 0. □ 


定理 4. r 中的映射把顶点为 e 的光锥变到顶点是对应点的光锥 

在公式 （21) 和 （22) 中记号有了 变化： 矩阵 J 5 和 D 在它们那里不同于在 （20) 中的. 
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证明 . 设 + + + + 因为 M 呈 

不包含退化矩阵，而且 r 中的映射在这些区域中全纯，于是矩阵 Az°+B^a cz°-^d 

非退化.所以成立等式 


(AZ 0 + B) - - W°)(CZ° + D) 

(AZ°-h B)- l (AZ + B){CZ + D)- l (CZ° -h D) - E 


在其中令 Z - 二 △， 并经简单的变换后,右端的所有项都包含了一个右乘因子 A 

故在 det △ = 0 时必定有 det(VT — W°) = 0. □ 


最后我们看到在实闵可夫斯基空间 M 中可引进所谓的 洛伦兹 (Lorentz) 度量， 

它的二次形式为 


ds 2 — det(dX) 


(23) 


定理 5 . r 中映射在 m 上的限制在洛伦兹度量下在其非退化点处处为共形. 


证明.由对 （19) 中矩阵函数的微分定律有 


dW = AdZ(CZ + D)- 1 - {AZ- {- B)(CZ + D)~ Y CdZ{CZ \ D)- 1 

= [A- (AZ-h B)(CZ + D)~ l C]dZ{CZ + D) -1 , 


它在 A / 上的限制为 


det(dy) - det [A - (AX + B)(CX + D)~ l C] det( CX 4 - D)~ l det(dX) 


因此，在 r 中的映射在 det(CX + D) / 0 处，形式办 2 被乘上了只依赖于 X 的因子, 

而这表明该映射是共形的 .口 


我们特别挑出一个映射的子群 n c ro, 它满足 det a 二 i . 在空间 m 上它们 
化为等距映射，即在此空间中的运动，并且它们的集合构成了所谓的庞 加莱群 .群 n 
因而由它们在复区域的延拓组成.当 b = 0时我们特别地得到了子群 n 0 C n ， 它由 

洛伦兹群 中的变换在复区域中的延拓组成. 


例题.具有矩阵 


a/2 


ux/2 


0 


0 


e 


e 


, A2 = 


A 


—a/2 


-ia/2 


0 


0 


e 


e 


的映射属于群 n Q ， 它们在 M e 上有形式 


e a z 0 o 


e za z 0 i 


zoo 


之 01 


， Z 


Z 


e~ a z u 


— ICC 


之 10 


e 


之 10 


z n 


章基本的几何概念 


而它们在 M 上的限制分别化为在平面 C = X2 + ixs 上的旋转 


IOC 


和在平面 ( xo ,. X !) 中的“双曲线旋转” 


xosh a + xich a 


2：och a + x\sh a, x\ 




* 证明群 r 依赖于 16 个实参数， ro 依赖于 12 个， n 为 io 个而 n 0 为6 


氺 


14. 斯托克斯 (Stokes ) 公式 

先考虑实 n 维流形 M : 像在这里所考虑的其他对象 一样， 假设它是光滑的.我 
们称满足下述条件的表达式为上次数为 r < n 的微分 形式： 

1) 在邻域 [/ C M 所釆取的局部坐标 x = ( x l7 ... , x n ) 下它可表示为形式 

^ = y2 f idxi . 


a ) 


其中 J = ( fL , …，为多重指标，和号上的一撇代表有序取和（即对所有1 < h < 

< ir ^ n 的指数 J ) ，而//为定义在 [/ 中的函数，又 dx / = dx 

下有形式 


A • — Adx 


义2 < 


參 « 


2) 在坐标变换 x 


V 


dxi 




h dy 


，其中 


( 2 ) 


9 


dy.r 


其中 = 巩 x l， … ， x ‘) 

、 ^Vj …， yj,、) 


为函数行列式 ]) . 在流形 Mir 次形式的集合以 ^ r ( M ) 


| ▲‘ ■ ■ 1 ^ 
表本 


在复流形上次的概念可以精确一些.在这里形式可局部地表示为 


^ fi.jdzi A dzj 


(3) 


其中 I = («!,•** ^ r),J — ( jl , 

d 2 j x A 

上是个全纯映射，故在这样的变换下有心 / = Y 1 
而在新坐标下有 


J s ) 为有序多重指标，心/ ^ A • • • A dz ir , dzj = 

z — w 在复流形 

E ' 枭碗， 从 


A % s ，/ /? J 为局部给出的光滑复函数.因为局部坐标变换 


dzi 


dwi〈 ， dzj = 


K 9WK 


dzj dzj 

’ J dwK Owl 


n 

Z ^ J 1 


E 9 k , lcIwk A dwL , 

K，L 


其中 


(4) 


9K t L = 


dxj 


W 微分形式的变化规则 （2) 是自然的，因为由复合函数微分法则和外积规则 f 
代入到⑴中并改变和号中的次序便得到 （2). J 


dy ] ， 
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我们看到在表达式 （3) 中微分 dq 和 d 办的个数不依赖于局部坐标的选取.我们将 
可谈及 u ； 是双阶 r , s 的形式或者简短地说， ( r ， s )- 形式，这就是说，如果在它的局 

部表达式中有 r 个微分心 7 •和 s 个微分 d 办.在复流形71/上的所有具光滑系数的 
( r ,5) -形式的集合记作 ^ r , s ( A /); 也可以用 ^ r + s { M ) 表示同一集合.称具全纯系数 
//的双阶 ( r , 0) 的形式 Y ! fi dz i 为全纯形式. 

在光滑〃流形上的 微分形式算子 是指局部定义的变换 d — ^ r+1 , 把形式 

wJ = ^ / // rZ.rj 相伴以 


dfi 


^奶八咖， 其中奶 = ^2 


⑸ 


dx 


duj = 


dx 


它具有下列 性质： 

a ) d(uji + UJ2 ) = ckui + dujo (线性性)； • 

b ) d{<jOi A o; 2 ) = dui A cj 2 + (— l ) dega; coj A du；2 (莱布尼茨公式)； 

c ) dPu — d ( doo ) = 0 (幕等性) • 

( dego ; 表示形式 o ; 的次数).微分算子的定义是合理的，即不依赖于局部坐标的选取 
(微分的不变性) • 

在复流形上微分形式算子 d :多 


多 r + s + 1 可分裂为两个算子的和 d 二 

9 + a , 使得3:多 (r ， s ) — ^ ( r +1 ， s ) 和否： (参看前面第3目).由算 
子 d 的幂等性，我们有 


0 = d 2 io = (0 4 - d) (du 4 - duj) = 0 2 cj + {dd 4 - dd)u) 4 - d 




因为右端三项中的每一项由不同的双阶形式构成，故它们的和要等于零只有它们中 
每一项都等于零.故 


= dd + dd = d — 0 


⑹ 


在光滑流形 M 上 r 次形式的集合多 t 可看作是一个阿贝尔群，其运算是按形 
式的系数相加.其中有由闭形式^构成的子群（即对其有二 0) Z r . 由算子 d 的 
幕等性, r 次恰当形式（即它是，- 1 中形式的微分）的集合 K 是 V 的子群.闭形 

式群相对于恰当群的商群 


⑺ 


H r { M ) - Z r /B 

被称做流形 M 关于算子 d 的第 r 个上同 调群.这个群也可记为 JF ( M , R )， 并称做 
流形 M 的德拉姆 （de Rham ) 群（具实系数 的); 如果形式中允许有复系数，则记号可 
采用 iF ( M ， C ). 在复流形上也可对算子3和 S 构造类似的群. 

在光滑流形 M 上的形式 o ； 的 积分可 定义在 fc - 维胞腔 7 上，即维立方体 

J C 妒到 M 的光滑映射（这是路径的高维类比;在这里的 J = [0,1] 


二 I 

1〉 自此之后光滑这个词被理解为是有关实流形的 


X 


X 


• • • 
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早 


为单位线段).如果像 j ( Q k ) 落在一个坐标邻域中，其中形式 u 二 Yl f fj dx A dx J 

dxj x A • • • A )， 则 cj 沿胞腔 7 的积分由公式 




d ( X 3i ， ••‘〆 〜 ) 

d(h ， … ， tk) 


⑻ 


dt! … dtk 


o 7 


J 


定义 


在 7 :亇 —Af —般情形，需要利用对应于 M 的总图表覆盖穸二的 
单位分解，即一个光滑函数族 e n : M ^ [0,1] 使得每个 e a 的支集（满足 e a ( p ) ^ 0 
的点 p 集合的闭包）在 C/ Q 中为紧，且乙 e a ( p ) - 1对所有 peM 成立 1 


cy^A 


利用单位分解，我们定义 


⑼ 


因为形式只在一个坐标邻域中不为零，故它的积分由公式 （ 8 ) 定义.由积分和 
微分形式的定义,我们的这个定义是合理的，即不依赖于总图表和单位分解的选取. 

自然，积分的概念可推广到 fc - 维链上 ，即 fc - 维胞腔 > :的整系数 

的形式线性组合.就是说， fc 次形式 a ; 沿 fr - 维链 a - £ n r 的积分被定义为 


N 


( 10 ) 


最后我们定义边缘算子久它把每个 fc - 维胞腔 7 : Q 
维链％其规则是：记 f = (*!，••• ，^)；对每个 j 
(k — 1)— 维边缘 Qj ^ 1 = {f g : ~ = 0} 和 Qj ~ y l — {t g Q k : tj = 1}, 并令 


k 


A / 相伴一个 { k - l )~ 
1 , …， fc 考虑立方体的两个 


k 


07 = E(- 1 广 1 


( 11 ) 


—— 




表示映射 7 在边缘 Qj ： a 的限制（参看图16,其上所显示的符号是附 

N 

的边缘由线性性， 以 dG = 定 

义. 边缘算子 d 像微分算子 d 那样是幂等的，其平方 d 2 = do d =0. 2 ^ 

在光滑流形 M 上的 it - 维链的集合可以看作一个阿贝尔群多 fc ， 其运算为按链 
的系数的加法.其中有由闭链组成的子群心，即其边缘为零的链:00■二 0. 记为 


其中以 


7 


Q ： 


N 


^~ T 


在二维立方体的边界上的).链 


n 在光滑流形 M 上，对每个局 部有限 的覆盖 { U a } aGA 存在单位分解， 即 在每点 peM 存在邻 

域使其被有限个％覆盖.局部有限性的要求并不影响一般性，因为在我们所考虑的流形上任意覆 

盖可以加细到局部有限.我们注意到，对于局部有限的覆盖，在 （9) 右端的非零项为有限个. 

2) 边缘算子以微分算子的同一个符号所表示，但这不会引起混乱，因为它们容易从意义上加以 


区别 
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h 


&，i 


q \ 


q \ 


1,0 


1,1 


h 


elo 


图 16 


的 A 的子群，它由边缘组成，即为某个 （fc + i )- 维链边缘的 fc - 维链.称两个闭链 

G Bk , 即为边缘. 


, E Z k 为同调是说它们 的差 〆 

闭链群对于边缘群的商群 




( 12 ) 


H k ( M , Z ) = Z k / B k 


被称做流形 M 的第 fc 个 同调群 （记号 Z 其表达的意义是考虑整系数的链).这个群 
的元素被当作是同调类，即相互同调的闭链集合. 

斯托克斯公 式把微分形式的分析运算与取链的边缘的几何运算联系 起来： 对在 

n 维流形 M 上的任意 fc — 1次 （ft < 形式 o ;， 沿 fc — 维链 a : Q k — 对 dcj 的积 
分等于0；沿边缘 9(7 的积分： 


(13) 


du) = 


我们发现由斯托克斯公式得到的两个重要推论. 

1) 闭形式 a ； (dcj = 0) 沿边缘 cr = 0 a 7 的积分等于零 


(14) 


duo 二 0 


duo ’ 沿闭链 <7 (0(7 = 0) 等于零 


2) f 合当形式 


du / = 


(15) 


= 0 


这些推论表明，闭形式 o ; 沿闭链 a 的积分实际上只依赖于形式的上同调类与闭链 
的同 调类： 


(16) 


+ du /) 


cr-\-da / 


我们还将指出斯托克斯公式的另一个形式，它与定向概念有关.在 n 维光滑流 

形上 n 次形式局部地具有形式 
不为零的意思是如果其系数/不变为0 (因为坐标变换使/乘以变换的雅可比，而 
由光滑流形的定义，这样的雅可比不化为零，故它不依赖于局部坐标的选取).称流 
形 M 为 定向的 是说,如果在其上存在 n = dim M 次的不取零的 形式; 等价定义是: 


fdx ， 其中 dx 二 A … A dx n , 说这样的形式 
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在 M 上存在一个总图表，其所有的毗连关系具正的雅可比.我们发现任意复流形都 
是定向的，这是因为它的毗连关系的实雅可比为正（参看第9目的定理 1). 

在 n 维流形 M 上任意两个 n 次形式和 o ; 2 成比例，即存在连续函数入: 

使得叫二 (自此我们将考虑具实系数的形式).如果这两个形式都不化 

为零，那么 A ^ 0,这表明 A 在 M 上具有确定的符号.故而在定向 n 维流形上所有 
不化为零的 n 次形式被分为两类，使得其中任一类内的形式之间差一个正因子，而 

与另一类的形式差一个负因子.相应于它们，在定向流形上可以引进两个定向：在一 

个定向下， 一 个类的形式被认为是正的,而第二个类的形式为负的，在另一个定向下 

则相反. 


设 M 为一个定向流形，称区域 D C M 为具定向边界的区域 是说，如果对任意 
点 p 0 e 万 或者 a ) 存在邻域 U C.D (此时称 Po 6 D 为 D 的内点）或者 b ) 在 M 的 

总图表中存在分图表 ( U ， x )， 使万门 J 7 = {p G t / : x n ( p ) ^ 0} (此时称 p 0 为 D 的一 

个边界点，其中的为 x 的最后一个坐标).称 D 的边界点的集合为该区域的边界， 


记为 dD . 边界 dD 是一个 ( n -1) 维的定向流形.设 ( U ， x ) 为 M 的总图表中的一个 
分图表，使得 Uf ] OD ^0, 并且 M 被如此定向使得形式心=如八 
如果 D 局部地被描述为集合 {peU : x n ( p ) < 0}， 则奶的 诱导定 向这样 决定： 对 

在 aDf ] [/上 的形式 dx 
在 dD 上形式 cfei < 0,而当 


A dx n > 0 


■ « _ 


取符号 （- l) n_1 (参看图17,其中当 n 二2时, 

3时,形式 dxi A 办2 > 0). 


A • • • A dx 


n — 


x 3 


叉 2 




D 


=2 


图 17 


利用局部坐标和单位分解引入在具定向边界的区域上的积分概念，于是斯托克 

斯公式有了如下形式： 对在 n 维流形上的任意 n - 1次形式 o ; 和具定向边界的 

区域 D 成立 


(17) 


dcj. 


dD 


D 


其中 ao 的定向是诱导定向. 

最后我们注意，在对斯托克斯定理的第二种解释中可以把它写成对较低次形式 
的公式.为此我们回想，称集合 N C M 为 M 的 k 维子流形 是说，如果在 M 上存 

在总图表使任意满足 Uf ] N ^0 的分图表 ( U , x ) 有交集 


= X n (p) == 0 }, 


UC]N = { peU ： x k +1 ( p ) 
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其中 k < n = dim J\Lx — ( ti ,- - - , x n ). 如果流形 M 定向，则在流形 TV 上局部地诱 

导出定向：如果71/的定向表现为 A -. Ad % >0,则 7 V 的诱导定向则被设定为 

dxi A ■ • • A dx k > 0. 对维 （n > 定向流形 il / 上的 （fc - 1) 次形式 o ;， 形如 （17) 

的斯托克斯公式可以写成是对 A / 的 fc 维子流形上的具定向边界的区域的形式. 

在复流形上的斯托克斯公式我们将在下一目讨论. 


15. 柯西-庞加莱定理 

任意 n 维复流形 M 可以看成是 2 n 维实流形.作为复局部坐标的分图表 ( U , z ), 
于是自然地被看作是由 2 n 个实函数； 二 Re ^ ( p ) , Vv = Im z “ p ) 构成的函数组.但 
是我们也可以替代去考虑由加个复函数〜 ( p ), l ( p ) 所构成的组，它与第一组以 
非退化线性关系 

当然，如果微分算子 d 以局部坐标2和3表示,斯托克斯公式在复流形上依然 
有效 .（ 实）维链的概念可一成不变地转移到复流形上.沿这样的链可以对总次数 
为 r + s = k 的具复系数的形式进行积分，从而形如 （13) 的斯托克斯公式保 
持不变.对于复流形的子流形（不必是复的）形如 （17) 的斯托克斯公式也仍不变，这 

时形式的总次数比子流形的实维数少1，而边界的诱导定向按实结构确定. 

在做了这些解释之后便容易证明一个定理，它把柯西的基本定理推广到高维情 


相联系 U 


iVv , = x v - % y v 


^\J - 丄 


3 


定理1 (柯西-庞加莱).设 M 是（复）维数为 n 的复流形， o ； 为此流形上的 
次全纯形式.于是 o ; 沿任意 （n + 1 )- 维链 a 的边缘的积分等于零： 


( 1 ) 


证明.在邻域 U G AI 中采取的局部坐标 （ A 习下，全纯形式具形式 a ; = 

A dz n , 其中/为在[/中的全纯函数.由全纯性否/ = 0,其表明 

dz v \ 从而由外积的性质得到 da ; = df A dz 


f ( z ) d.zi A 


m m 


df 


d 卜 df = 

即该形式为由上一目中斯托克斯公式的推论 i 我们得出积分 （1) 等于零的结 
论 . 


A dz n — 0 7 


A 


« _ 


dz. 


注.如果利用上一目中形如 （17) 的斯托克斯公式，则在柯西-庞加莱定理中 
的链 a 可以换成 M 的一个实 （n + 1) 维子流形的定向边界.特别地,如果 M 属于 
C ' 则这个定理看起来应该是这样的： 


对任意函数/ G G [ D ) 和在实 （n + 1) 维子流形 MgD 中任意具定向边界的区 

于是， ""在 这些关系式中的系数为复的并不意味着什么，因为在 M 上自然地考虑复函数和具复 
系数的形式. 
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域 G ， 有 


(2) 


fdz = 0， dz = dz \ 八…八 dz n 

(这里是在整个区域 D 中采用的坐标，而形式 o ; 的形式为 fdz ). 

我们注意到在涉及这个定理的方面，平面情形和空间情形的主要差别在于当 
1时区域 D 和 G 有相同的维数，而当 n > 1时 G 的维数小于 D 的维数，这是因为 

71 + 1〈 2/2. 

我们还要指出该定理的更为特殊的情形.设/ e & { D ) 和 G = Gi 
圆形区域 （ Gp 为平面的单连通区域，其边界5仏光滑)，且其闭包紧于这个区域 

0 C ? n 是 （n + 1) 维闭区域= 9 G 

的边界.因此对于任意这样的区域 G ， 沿其骨架的积分 


8G 


?1 = 


G n 为多 


x 


X 


• • • 


的骨架 r - aCi x 


x dG n <£ D 


XGjyX 


X 


x 


m _ 


• ■擎 


(3) 


fdz = 0 


r 


(参照对于多圆形区域的柯西积分公式). 

现在我们来引进柯西定理的逆，即莫雷拉 （ Morera ) 定理的空间类比.在平面情 

形对于函数/的全纯性断言只需要求它沿一些特别形状（三角形 △ € D ) 区域的边 
缘的积分为零即可，然而对函数则需加上连续性这个附加条件（参看卷 I ，第21目). 
在空间情形情况是类似的.在这里三角形的角色由 （n + 1) 维的“棱柱”兀所替代, 
这是个位于 C \ z v ) 中的三角形和任意直线段 [ a M , 的乘积的乘积，其中 
线段 Kx ，'] 位于其余的 n - 1个平面 C 1 (〜)，"乂 "中： 


n 


(4) 


A 


T v = x A 




㈣ 口 


(参看图18,其中标出了平面而其余的变量&以略图表示) 


定理 2. 如果函数/在区域 DcC n 中连续，并且对形如 （4) 的任意棱柱几， 
且其闭包紧于 A 而且 


(5) 


fdz 二 0, 


dT^ 
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m fe e{D). 

证明.只需证/在任意点 aeD 的邻域中的全纯性即可.固定 a 并考虑函数 


( 6 ) 


/(C)rfCn ； 


F{z) = 


dCi 




[ 


71 . 


在点 a 的某个邻域中它有定义且连续.对任意〃（〃二1, ... ， n ) 它可表为形式 


F(z ) 二 


F v dC v , 


其中 K 为/在 Ap 上的积分（任意线段 [ a ^. z^iJi ^ u ). 显然，函数 R 在点‘的 

邻域 K 中对匕为连续，并由条件（5)，对任意三角形运队， 


⑺ 


F v dC v = 0 


8A 


事实上，这个积分可能只与积分 


fdC = 


fdC 


dT w 


dA^xA 


相差一个符号，其中7； = ~ x A 。 dC^dCi A---AdCn (我们利用的是，在的除 
* dA v x k v 的其他部分，即在棱柱:?； “底”的集合 x 这部分上，参看图 

18,它是坐标 C =常数的部分，从而，私二0,于是/成沿此区域边缘的积分为零). 

由对单变量函数的莫雷拉定理得出 F 对变量〜全纯.因为此讨论可应用于任 
意故 F 在点 a 的某个邻域 C 7 中对每个变量都是全纯的.根据哈托格斯定理 ， F 
在此邻域中全纯，就是说，函数 


d n F 

dzi • • • dz n 


f{ z ) = 


在这里全纯. □ 


16. 麦克斯韦 （ Maxwell ) 方程 

我们考虑应用前面所发展出的工具以得到著名的麦克斯韦方程解的积分表 
示，这些方程是电磁理论的基础之一,特别是射电技术和光学.这些方程具有形式 


8H 


div if = 0 ， rot E + —— = 0, 

8E 

div E — p, rot H — —— = J ， 

ox 


(i) 


著名的美国物理学家 R 费因曼 （ Feynman ) 关于此方程写下了这样 的话： “在人类历史上（譬 

如，如果在一万年之后再来看它 ） 19世纪的最重大的事件无疑是麦克斯韦所发现的电磁学定律.这 
个最重要的科学发现的背景中还有在同一个十年期间的美国内战，相比之下，这似乎只是小小的 

省地级的事件罢了” （ 《费因曼的物理讲义》， Addison - Wesley , Reading ， MA ，1970). 
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其中 £； = ( E u E 2 , E 3 ) 和 H = (坧，丑 2 ,丑 3) 为电场和磁场的强度 向量， P 为 密度， 
而 j = ( JuJ 2, Js ) 为电流 向量； 变量邱表示时间，而散量和旋量是对于空间坐标 


取的 


$1，心，工3 


用微分形式能方便地描述这些方程.事实上，引进形式 


3 


3 




f = Y 1 


Ekdxk A dxo 


fc=i 


k=l 


⑵ 


3 


3 


H k dx k A dx 0 + E k dx [ k ] ， 






k=l 


k=l 


其中 dx ^ = dx 2 A dxs , dx [2] = dx ^ A dx \, dx ^\ — dx \ A dx 2 - 简单的计算表明，齐次 


麦克斯韦方程（其中 p — J = 0) 以这些形式的闭性条件表达 


dF = 0 :第 一 对方程， 
d^F = 0 第二对方程 


(3) 


我们再引进这些方程的另一个形式.算子*: ( E ， H )4 (- H . E ) 在值 （ E ， H ) 的 
空间 R 6 中为线性算子，或者完全等价地，是在四维流形上的2- 形式空间中的算子， 
而其平方算子等于带负号的恒同变换.因此，这个算子 * 具有两个特征值 ： H 并且对 
应于它们， M 上任意2-形式 w 被分裂为两个形式之和： 


。)， 


= -( u ； + 2 * 0；)， 


UJ 




2 


2 


；称它们各为 o ; 的自对偶和反自对偶的部分. 


对其分别有 

特别地，对于麦克斯韦形式 （2) 自对偶和反自对偶部分具有形式 


和 


*0； 


* 0 ； = —IUJ 


3 


3 


H k - iE k 


Ek + iiiT/e 


dxk A dxQ + 


i ^ 


^^[ k ] ， 


2 


2 


k=l 


k=l 


3 


3 


Hk + iE^ 


— iHk 


dxk A (Ixq + 




^^[ k ] ， 


2 


2 


k=l 


k=l 


或者 


3 


F + F k ( dx k A dxo - idx [ k ]), 

y ^ F k ( dx k 


k=l 

3 


⑷ 


A dxo + idx ⑻）， 


F ~ 二 


k~l 


其中 


(5) 


Fk 二 -(-Efc + iHk )， k = 1,2,3 


2 


1〉 第二对麦克斯韦方程在非齐次情形具有形式 d*F = 


—^2 ^ k ^ x \ k ] ^ rfxo + pdxi A dX2 A dxs 
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定义于实闵可夫斯基空间 M 的形 （4) 可以延拓到它的复化区域 A /呈 中（参看 

第13目).为此令 


^0 = ~ (>200 + Zli )， Xi — —(>000 —之11)， 


2 


^2 = ~(^01 + :10)， ^3 = ~(^01 — 之 10) 


2 i 


2 


从而我们转向泡利坐标；^ (参照第13目⑶).于是 


dx\ A dxo — idx，2 A dxs — -{dzoo A dz\\ + dz^i A dz\o)^ 


2 


(dzoi A cfzn — dzoo A d^io), 


dx 2 A dxo — idxs A 






2 


dx3 A dxo — idx\ A dx2 = —{dzoo A + c^oi 八 dzu), 


2i 


并且自对偶麦克斯韦形式为 


F+ = /i 心 00 八心 10 + h{dz m A dzn + c?2oi A dz 10 ) + /3 心 oi 八心 u , 


( 6 ) 


( F 2 + iF 3 )/2 J 2 = FJ 2 J S = ( F 2 - iF s )/2. 类似地，反自对偶的麦克斯 


其中 h 
韦形式 






F ~ = /f dzoo A dz 0 i + fo {dzoo A dzn - dzoi A dzio ) + dzio A dz n , (7) 


其中 ffc = fk (k = 1 ， 2,3). 

在这种形式中，如果 系数九 延拓到区域 C C 4 , 则被延拓为在其中的双 
:介 (2,0) 形式.麦克斯韦方程到区域的延拓可表达为这些形式对变量 

约闭条件：自对偶的是 


，之11 


之00 


dfi df 2 dfi df 2 df 2 df 3 df 2 df 3 

0z oo ’ 0^ii dzio' dz 0 i dz 00 y dz n 0z lo ’ 


⑻ 


dz 


01 


而反自对偶是 


on 


⑼ 


0^10 9 之 00 ’ dz u dzoi' dz 10 dzoo' d^oi dz u 


因此为了满足这些方程， 系数纪 应可延拓使得在形式中不出现对变量的 
导数，即这些系数对于变量被全纯地延拓. 

在延拓到复区域时麦克斯韦方程的解分裂为自对偶和反自对偶部分，这自然地 

给出了以扭转子的几何语目的解释： 自对偶形式 （6) 刻画了它们在 /?- 平面上化为 

0的特性，而反自对偶⑺则在 a - 平面上化 0. 

事实上，在 a 固定时的"-平面 n a 上，由关系式 （15) (第13 目） 参数为/?，我 

们发现有 


dzoo = ctodPo^ dzQi — cxQdPi ， dz\Q = aid/? 。， dz\\ — aid/?i ， 
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由此得到 心 00 A dz 

对 a - 平面成立类似的结果. 

为了得到麦克斯韦解的积分表示，我们利用彭罗斯所发展的方法.以第13目相 
应的思路，我们用变换 p 从闵可夫斯基空间的区域进入到扭转子空间 P 3 的区 
域 D ± 上.根据第13目的 (11), 变换 p 把点 Z 对应于复射影直线 


dzoi A dz\i = 0,因此 — 0 


dzQQ /\ dzu 4- dzoi A dz\o 


10 — 


忉 2 二之00忉0 + ^01^1, 

Wi = ZioWo + Z U Wi , 


I = p ( z ) 


( 10 ) 


从而如果 Z G M 呈则丨 C Z ? 

因为直线对应于点 Z , 故自然地要找一个沿此直线的积分形式的解.如果 （ 为 
I 的复参数，则其上的被积元具有形式 dC A dC 故在此积分中形式的阶降低了 （1,1). 
想要得到（ 2 ,0)形式，我们因而应该对双阶（ 3 ，1)的形式沿 Z 积分 • 

按照根迪金 （ S . G . Gindikin ) 和辛钦 （ G . M . Khenkin ) 建议的方法 1 我们将取 

乘积形式 n = A n 0 , 其中 


土 


Qo = wodwi A dw2 A dw^ — tridwo A dw2 A dw^ + 

W2dwo A dw \ A dws — w ^ dw ^ A dwi A dw ‘2 


(ii) 


是标准的 (3,0) 形式，而 


lo — aodwo + a\dw\ 4 - a 2 (lw 2 + ^ 3^3 


为 D ± 上的系数为任意的 (0,1) 形式，这时形式 a ； 和 n 应该被合理定义，即可通过在 
P 3 中的分图表的局部坐标表示，例如，在仿射部分通过坐标 a 二 w k / wo.k = 1,2,3 


表达 


{ a 0 w 0 + …+ a 3 w 3 )dwo + …+ a 3 d ( 3 ), 故如果 a 0 W 0 + 

即如果~对变量咏 


因为 


+ 


LJ = 


_ _ ■ 


W k 


0 且 w 0 aj 依赖于比例式 Ck 


1 次齐次的，那 


^3^3 = 




^0 


么这个形式便被正确地定义了.另外，％ 二 wtdCi A dC2 A dCs 和对形式 n 定义的合 
理性要求化成了使 WoaM 只依赖于 0 c 的条件，即形式^的系数巧具有 对变量 


的 一4 齐次 


根据（10)，直线 Z = p ( Z ) 在仿射坐标下由方程 


( 12 ) 


C2 — ^00 + 之 01(1 ， C3 = ^10 + ^llCl 


描述，并在其上可取 （ = G 为参数.在计算形式％在/上的限制时应该考虑的不 

仅是 （2 和 （3 对 C 的依赖性，而且还有对勺 fc 的依赖性,故而在 Z 上有 


成 1 八成 2 八成 3 = ( 心 ❽❶+ C 心 01 + 之 01 成）八 {dz\o + (dzu + zudQ A dQ 

= [dzoo A dz^o 4 - C(^oo A dz\\ + dz 0 i A dzio) + C 2 cb 01 A dzu] A d(. 

1 》 参看他们的文章 “ 彭罗斯变换和复积分几何 ” ，《数学的现代问题》，卷 17 (M.: BMHMTM, 

1981, 57—— 111). 
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在这里出现的我们所需要的形式就是那个对自对偶麦克斯韦形式的表达式 （6) 所涉 
及的 一样. 为简便起见我们记 


$1 二 dzoo A dzio, = dzoo A dzu 4 - dzoi A dz\Q, 
$in = dzo\ A dz\\. 


类似地 , 


研 o[( a i + 乏 oi g 2 + ^11^3)dC + ci 2 {dzoo 4 - C^oi) + ^3(^10 + C 心 ii)]， （ 13 ) 


而因为在沿 Z 积分时只需要从 Q 中分离出对(：的 （M) 双阶项，故 


AQ q =： / w 0 (ai + ZQia 2 + znas)d( A ^ 0(^1 + C^n + C 2 企瓜）八成 


U ； 


l=p(Z) 


C 


w^uj\i A (<E>I + C^n + c 2 ^in) A dQ 


(14) 


€ 


子是,每个在区域中的对变量％^具 -4 次齐次的系数的双阶 （(U) 的每个形 
式 o; 对应于形式 


(15) 


cu 八 ◦二 /i$i + /2 少 n + h^m 


P(Z) 


它对变量％为双阶 (2,0), 并具系数 




(16) 


fk(Z) 二 


八成 ， /c = 1 ， 2,3, 


c 


其定义在闵可夫斯基复空间 Ml 中（回忆一下，如果 Z e M c ± , PJ I = p{Z) C D ± ) 


变换 




U) A Qq. 


p(Z) 


也被叫做 彭罗斯变换. 现在我们来证明这个变换把3-闭形式 W 变到麦克斯韦方 
程的解. 


定理 1. 对任何一个在 At 上否-闭的，具 C 1 类的对 变量％ 为 -4 次齐次系 
致的形式 CJ, 形式 G = ^( cj ) 是麦克斯韦方程在区域 A 從中的解. 


证明. 需要证明在定理中条件下形式 G 的系数九全纯地依赖于 Z, 并且此形 
式为闭.在局部坐标 CC2,C3 下，形式成+勿‘ +处也 3 )的石―闭的条件 
为具有形式 


da\ da) da\ da\ da^ da 

= W ^ = W ， H2 , 

如果 w 被正确定义，则对％为- 1 次齐次的条件自动满足. 


3 
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而在 （16) 的积分号中的函数为 


+ ^0102 + znas ) = C fc ~ l ^0 ^0^， fc = 1， 2,3 


( 17 ) 


9 k = 


考虑到 （12) 并利用复合函数的微分法则以及 o ； 的闭性 条件， 我们得到 


da 


da 


dgk 


da 


2 


3 


k — Irrr 一 .4 


+ 乏 ll 


+ 卻 1 


u ， 0 u ’ 0 


dC f 2 


dC 2 


dC 2 


00 


d 


d 


d 


h 一 1-TTT 


f -01 瓦冤 


m 




d 


d 


/A 、 T77T V ■一 V ■— 8 ^ 

然而 + = t > 

9 C 0C2 0C3 dC 

它的方向向量为因此对 （16) 积分号下的微分得到 


是对^沿直线/的全微分算子，这是因为根据 (12), 


df k 


dg 


d(( k ^ 1 WQW 0 a 2 dC), 


C k ~ 1 WQW 0 -^- d ( A dQ 

(yzoo 




dz m 


c 


c 


但是由于该积分实际上是沿着射影直线〖取的,而此直线的边缘为空集，故由斯托克 
斯定理此积分等于 o . 类似地， 


da 


9 a 3 das 

d ^^' dC ' 


dg 


da 


dz , o = W ^~ Z01 ^ 

dg — ^ da 2 

d^i _<； df 


耐 1 


dg 


d 


d 


( C «3) 


T ^( C a 2) 


跑 1 




dC 


由此完全一样地得 到了九 对其他变量的全纯性. 

考虑到 系数九 的全纯性，形式 S 的闭性条件具有形式 （8). 然而由 （〗7) 和 （12) 


有 


dg 


da 


da 


9 g 


da 3 


+ 乏 01 


+ Ai 


O T > ' 

OZ 00 


9(^2 


d (2 


0(2 


01 


dh 二 dh 

9zqi dzoo 


类似地可验证 （8) 的其他条 


但因为=仍，故微分 （16) 的积分得到 

件. □ 


( 1 ) 如果 w 不仅是否-闭的，而且是在 14 中对，为 -4 次齐次的系数的5- 
恰当形式，则少 M = a 事实上,这时在局部坐标 CC2X3 下形式 如， 其中 ip 
在 14 的仿射部分为 C 2 类函数,并且公式 （16) 有形式 

fk ( Z ) = f C^dcph ^ dC = f rf ( C fc ~ VMC ). 


c 


c 


因为这里的积分是沿射影直线进行的，故由斯托克斯公式 fk ( Z ) 二 0, A : = 1,2,3. 

(2) 如果形式 w 光滑地延拓到 8 D ± = iV 上，则公式 （16) 中的积分可以沿直线 

1 = p ( Z ) 进行，其中 Z e M . 在这种情形下我们得到了麦克斯韦方程在实闵可夫斯 
基空间上的自对偶解. 
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(3) 对于在 P 3 中齐次坐标下的系数，公式 （16) 可重写为 


3 — h _ h — 1 


lo\i A (WqcIwi — w\diuo), k = 1,2,3; 


fk ( Z ) 


(18) 


U ) 


w 


0 


&>{Z) 


这可由在 （18) 中进行简单的变换 


WoC 得到验证 


Wi 




我们现在来证明彭罗斯变换夕给出了麦克斯韦方程的自对偶解.为此需要 f 

究另一个彭罗斯变换 P 的逆，它是我们在第13目中见到的，对4 x 2矩阵 Z eM c 

相伴于 C 4 中的一个平面,它由该矩阵的列向量张成,或者等价地，是 P 3 中通过由这 
些列的元素作为齐次坐标给出的点的直线.因此,逆变换 P - 1 为对每条直线 Z C P 3 , 
或等价地，它的一对点 (w ， v) 相伴于将向量^和 t ; 作为列的矩阵 

/0;于是对应于一对点 (w,v) 的矩阵 Z 


为了确定起见，假设△二^0^1 - WiVo 
换为等价于它的格拉斯曼仿射部分的点 


Wo Vo 


E 


W\ V\ 


wq vq 


Z 


z 


w 2 v 2 


W\ V\ 


忉 3 ^3 


其中 


W2V\ — W\V2 WqV2 — W2Vq 


(19) 


Z =： Z ( w y v )=- 

从而，对于这样的点偶 (W , V) 彭罗斯变换的逆具有形式 p- 1 : (W, 和 Z { w , v \ 这里 
的矩阵 Z 由 （19) 定义. 

更进 一 步而言，将 P 3 分层为不相交的射影直线族：于是这样分层中的直线由一 
个点确定，这表明彭罗斯映射的逆被它上面的一个单点所决定.所需要的这个分层 
可以用所谓的反对合映射进行 构造; 在 P 3 的齐次坐标下这个映射为 


W^V\ — W\V^ WqV3 — WsVq 


( 20 ) 


y : (Wo,Wi,W 2 ,Ws) ^ (-Wi,Wo,Ws ， -w 2 ) 


这就是一个从 P 3 到自己的反线性映射，它有下述性质 


其中 WGP 3 为任意 • (显然 •) 


(1) 重复应用这个对合有 V 2 (w) 

(2) 反对合保持区域和曲面 TV 不变.（因为在反对合下， WqW 2 -h WiWs 


— — w. 


,故其保持形式 ^(w) = -2Im(w 0 w 2 +WiW 3 ) 和它定义的这些集合不 


— W1W3 — WqW 2 


变，见第13目). 

(3) 反对合把通过点和 u { w ) 的直线变到自己（点 w 和 v ( w ) 变到和 

而作为 P 3 中的点 - w 等同于^). 

(4) 分别通过点和 iy { w f ) 的直线/和 r 或者不相交或者重合.（如果 
/和 r 相交，则可找到 Xj.Xj e C 使得+ \2 i /( w f ). 因为初和 


-忉， 
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为 I 的不同点，于是它们复线性无关;又因为 dimeP 3 = 3,故或者 i 或者 v { w f ) 

可经其线性表示.譬如，设 

v { w r ) 都属于通过扣和 v ( w ) 的直线，从而 r = z .) 

我们以 l e 表示通过点 W 和的 P 3 中的射影曲线族（这个记号的意义马上 

会得到解释).由反对合的性质 （4) 知，这个族将 P 3 分层为不相交的直线,又由性质 
( 2 ) 知，这些直线中的每一条或者属于 D + 或者或者 iV . L e 中的直线完全被它 

自身上的一个点确定，故而在 L e 上彭罗斯变换的逆不是由一对点而是一个单点 

决定.特另！ J , 对那些满足 △ = |^ 0 | 2 4 - | wi| 2 — 0 的点 w , 由公式 (19), 其中” =^ ㈣ ， 

我们得到 


，即点〃/和 


Xw + 于是 iy ( w f ) — Xiy ( w ) 


w 


— jJLW 


W 


If W2W0 — WiWs lOoWs + W 2 Wi 

\ Ws^O 扣 1 扣 2 ^ 3^1 — WqVJ2 


( 21 ) 


ZH = ^ 


V 


W ^ 


由此公式看出，分层 l e 的直线经由彭罗斯变换的逆变到在实四维平面 


4 


^ Ol } 


( 22 ) 


E = {Z eC 


厶 11 — —^00 ^ ^10 — 


中的点 


另一方面，由公式 （10), 任意点 Z gE 对应于直线 Z 二{购二^00^0+ ^01^1, ^3 

乏01扣0 - ^ oo ^ i }• 但根据 (20). 对于任意点 w e I ,点' 

Vs = —ZqqVi + 201^05 -^2 = —ZqiVi — ZqqVo ； 


( w ) 的坐标满足方程 
从它们转到复共轭，我们看到点 t ； € Z , 即 
leL E . 故而彭罗斯变换 p 在平面 E 的点和分层的直线之间建立了 一一 对应. 


V 


V 


由 （ 22 ) 看到，对于点 ZeE , 


0 


Poo 


ImZ = —( Z - Z *) 二 


2 i 


0 


Poo 


所以集合 


E-t = {Z G E : yoo ^ 0}} Eq = {Z ^ E : yoo — 0} 


(23) 


属于相应的 il 乓和 M ， 因而变换 p 把它们变成了落在或 7 V 上的直线 

平面 E 具有有趣的物理意义:泡利映射 


之 00 = 之 0 + :1 ， 之 01 = 勿 + U3 ， Z 10 — z 2 — z ll = ZQ — Z\^ 


的逆（参看第 13 目）把该平面变到复闵可夫斯基空间的一个子集，在此子集 

上 Re 


为纯虚数，而空间坐标 


Im z \ = Im Z2 = Im 2:3 = 0 , 即时间 


Zq — XXq 


Zq = 


(k — 1 , 2 ,3) 为实的.在这个子集上, 


— 山 k 


\^\\ 2 — ~( x 0 + + ^2 + x \) 


—\ x \ 2 
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等于差一个符号的欧几里得范数.故而称 E 为 的欧几里得子空间. 我们还发现， 

线性变换 


4, 


之00 + $11 = 以1， 


^00 - z ll = 


之 01 + ^10 ~ ^01 — ^10 ~ ^^4 


把 E 变到实空间 {〆 G C 4 : Im ^ - 0}. 

预备工作己经结束，可以开始证明上面所阐述的定理了.为了确定性,我们限制 
在区域上. 

定理 2. 对麦克斯韦方程在区域 M 纟中的任意自对偶解 


F + = f + /2伞 n + /3伞 m ， 


(24) 


存在一个在区域 _ D + G P 3 中否-闭的双阶 (0,1) 形式其系数为对变量％为 -4 

次齐次,而它的彭罗斯变换与这些解相等: F + = 


证明. 由所给出的形式 （24) 的系数和中的扭转子〃，和〃，利用彭罗斯逆 

变换 （19), 我们构造函数 gk ( w ， v ) = f k [ Z ( w 、 v))，k = 1,2,3, 并记 


+ ^3^0 ) 




(25) 


认⑴ 、 v ) 


一 ^92VqVi 


(wqVi - WiVo ) 3 


〖我们考虑£>+中满足 △ 


/0).现引进双阶 (1,0) 的微分形式 


=^ 0^1 — 1^1 ^0 


3 


(棒 


3=0 


并考虑它在分层 i E 上的限制，即令 z ; 二 v { w \ 其中1/为反对合映射 (20); 我们得到 

了 上的 （0,1)- 形式： 


dip 


d^p 


dcp 


dip 


(26) 


( jj ( w )= 


dW 〕2 + 


dw ^ 


( IWq — 


dw \ — 


dw 2 


dws 


dw 


dw 


o 


v=iy{w) 


因为 W 为对变量％的 -3 次齐次函数，故 w 对这些变量是 -4 次齐次的.形 
式 w 可通过 P 3 的局部坐标表达，而直接但相当繁复的利用复合函数％求微分的计 
算证明，如果为麦克斯韦方程的解，则它在中为否-闭的.因此，形式 （26) 
满足那些加在定理1中形式^的条件. 

另外,在直线 Z G L e 上由公式 （13) 有 


dip 


dip 


dip 


dC + 


之 ii 


a ; / = 忉 o 


一之 01 


dws 


dw 2 


8 wq 
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(我们在 （13) 中只写下了对沿 Z 的积分中本质的部分).我们在这里对 （25) 中函数 

计算导数，发现在圆括号里的表达式等于 




1 ( QG 


0 G 


3 G 


3 t；i 




+芝01 


— 之 11 




A 4 


A 3 \dwQ 


dw 


dw 


像以前 一 样, △ 

明，当= v { w ) 时在后面的那个括号中表达式等于零.并且 


WiVo , 而 G = giv \ - 2 g 2 VQVi +仍利用公式 （21) 计算证 


= W()Vl — 


3WqWq 

(I 购 I 2 + i^ii 2 ) 4 


(^ i^o + ^ 92W 0 Wi - f - g 3 wj ) + •… 


^0^1/ 


# 


在逆彭罗斯变换 p - 1 下同一个点 Z = Z ( w ) 对应于直线 Z G L e 的所有点，从而 
沿 I 的积分下系数 g k { w , v ( w )) = f k ( Z ) 为常数.在 Z 的仿射部分引进坐标 C = ^ i / wo , 
我们从而最终得到 


3 


Woto\i 


(/l + 2 C /2 + C /3) + 


• ■ 


(1 + ICI 2 ) 

把它代入（16)，我们得到对应于形式 （26) 的麦克斯韦形式 G 的系数 

f C k ~ l dC/\dC 
c (1 + ICI 2 ) 4 


ce 八成 

a + ici 2 ) 4 


fk ( Z ) = 3 /i 


+ 2/2 


f 

J 3 J C (l + ICI 2 ) 4 


,k — 1 , 2,3 


在此出现的积分，经极坐标下的初等计算，当 A : = 1时，由对称性知只有第一个积分 
非零，当 fc = 2时，则只有第二个，当 fc = 3时，只有第三个积分非零，于是我们发现 

dQ A dC 

(1 + ICI 2 ) 

从而 /fc == c / fc 对 k = 1,2,3 对应同一个常数 c . 

因此，如果令 u ； 二 uj ( w )/ c , 其中在 （26) 中有定义，于是由定理1知形式 
o ； 和任意直线/ e 将对应于一个与所给解 F + 相同的解.还要注意，在闵可夫斯 
基的区域中的族 L e 的直线/对应于 E + 中的点，因此系数 A / c 和九 在整 
个集合 E + 上重合.然而这些系数在区域 几 / f 中全纯，但 E 复线性等价于实子空间 
M 4 C C 4 . 按第5目的唯一性定理最终得到：在中处处有 A = cA ， 即所构造的 
解处处与 F + 重合 .口 


C | 2 dC 八成 


(\ 4 dCAdC 


= 2 


c (1 + ICI 2 ) 4 ， 


4 


(1 + ICI 2 ) 4 


C 


c 


在前面我们已注意到，如果形式 W 光滑地延拓到 iV 上，故 S 二 ^( u ;) 为麦克 
斯韦方程在实闵可夫斯基空间71/的解.但是,这些特别得到的并不是在 M 上全部 
的解，我们只能证明，任何这样的解可以通过在区域 Ag 中解的边界值（在广泛意义 

T ) 表达. 


在第52目中我们将继续研究麦克斯韦方程，并将引进它们的解的积分表示，这 
对于应用更为方便. 
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§6. 空间 C n 的几何 


空间 e 1 的几何较之于复直线 c 的几何更加丰富，而我们从描述的子流形 
的基本类型作为幵端，它们依其复结构处于不同的情况. 


IT . C n 的子流形 


实余维1的子流形（实超平面）是最简单的.在它自身每点的邻域 C / 中，这个 


流形 M 由一个实方程给出 


( 1 ) 


M = {z ^ U : ( f { z ) = 0} 


假设 W e C l ( U ), 及向量 


d^p d^p 

dzi ’ ’ dz n 

在 U 中非零.在点 a 的切平面 T a ( M ) 的方程有形式 


( 2 ) 


S / z^p = 


dip 




{Vv — Pu) ~ 0 , 


dy 


其中 


+ — a 


o 


或者经过标准变换后有 


dip 




(3) 


( z v 


— a 


dz 


d(f dip 

dz v dz ^ 

由此得到，在实超平面 T a ( M ) 中包含了复超平面 


因为 P 为实函数，故 


从而在 （3) 中的第二个和式复共轭于第一个 


dip 


E 


⑷ 


(Zp — a ") = 0 


dz v 


它被称 做复切平面并 以符号 T a c ( A /) 表示 

方程⑶和 （4) 重写为 


⑼ 


Re (z — a , \7 a ^) = 0， (z — a , Vav ^) = 0 


因为埃尔米特内积的实部等于欧几里得内积,则由 （5) 的第一个方程看出，复共轭于 

VaV ^ 对 M 为法向量 1 \我们还注意到，向量实正交于向量 

€ M 2n 在复化下变化为向量 


的向量 


n a = 


’ dy n ) 


dip dif 

’ dx n ' dyi ’ 


(^ 

\ dx ^ 


可以另外的解释为：法方向 


d(f 


dip , . dip 


dip 


)- 


( 


2 \/ip e c 


dxi . ^ dyi 5 ， dx n dy n 
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(因为 Re (?； V ^， V ^) -0), 从而属于 T a ( M ). 另外，由⑼的第二个方程看出， 
如果 z 6 T a c ( M )， 则 （z — = 0,即 

张成复直线 

正好交于向量 i \/ oSP . 所有这些都显示在图19上 


复正交于 iVaV ^* 如果按法方向 

{ z-a = An a , AeC } } 称其为在点 a 的 M 的复 法线， 它与 T a ( M ) 


z — a 


n 


a 


c 


n 


a 


例题 • 

(1) 球面 S = {zeC 


R } 在点 a 的复切平面具有方程 

n 

或者 Y ^ a v z v ^ R 2 , 


n 


n 




0 




因为其中 aeS . 

(2) 以齐次方程 Im (^ o ^2 + WiWs ) = 0给出的实超曲面 TV C P 3 (参看第 I 3 目) 
在区域 [/◦ = {㈣ eF s : w 0 ^ 0 } 中的局部坐标 4 = w v / vjq 下以方程 


Z2 + Z\Zs — z 2 — ZiZs = 0 


给出.从而在任意点 a e iV ? T a c ( iV ) 有形如 


CL f S^l — 之 2 + ^ 1^3 ^ ^2 ~ 0 


的方程 


转向实余维 fc > 1的流形时我们假定它们由 fc 个实方程局部给出 




⑹ 


AI = {z E U : ifi ( z ) 


并且在 C / 处处有 


⑺ 


d^pi 八…八 d^fk ^ 0 


为了解释最后这个条件的意义，我们再次 令如二〜#， 于是⑺重写为 

9(Wi ， … ,^fk) 


E 


dx Vx 八 • • • 八 dx Vk / 0 5 


d { x u 


， x ^k 


1 ， 
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其中取和是按照指标 1 , 2 ,-.. ,2 n 的定向组 " = 

(A = 1， 


，作）进行.由此显见， （7) 表 

1， • • • ， 2 n ) 的秩的极大性条件，或者说 


d(p 


示了矩阵 




, k : v 




« 會 _ 


dx 


V 


dip 

因此，⑺表达了向量 V^i 




= k 


，众; 


rank 


1, 


v = 1 


，n 






« _ 


, W ^ 的实 线性无关性. 当此条件满足时，由实 


方程组 


⑻ 


Re(Z — 0, \Ja^P\) 二 ◦， • • • ， Re(Z _ (X, ▽aWfe) = 0 

在每点 a G Mf ] U 定义的切平面 T a ( M ) 非退化：它具有等于 dim E M 的维数 

2 n — k . 


复切平面 T a c ( M ) 由复 方程组 


⑼ 


，（之 一 a ， Va ^ fe ) = 0 


(之 一 d ， ▽apl) = 0, 


• • 


定义，是在 T a ( M ) 中所有复直线的集合，它也可定义为交集 T a { M ) f ] iT a { M ), 其中 

T a { M ) 理解为向量 i(z - a ) 的集合,其中^ G T a ( M ) 为任意 • 不同于 T a ( A /), T a c ( M ) 

的实维数可能有差别. 

特别，如果在[/中 


( 10 ) 


dipi 八 • • • 八 7 ^ 0 , 


d^u 


且向量 ▽外，…，▽仰为 复线性无关. 于是，如在⑼中看到的， 

r a c ( M ) 的复维数等于 n - k , 而它的实维数 2 ^ — 2k < 771 •，当 k 彡 n 时这个维数等于 


则 rank 


dz 


V 


令 


但是有可能向量^实线性无关，而却复线性相关（即满足条件 （7) 却不满足 

10)). 这时 dim M T a c ( Af ) 可能大于 2 n -2 fc , 而在某些情形下甚至达到 2 n~k = 

例题 （3). 考虑在 c 2 中两个实二维平面 a = { q 二办}和 n 2 = {q =句}.它 

们各自由一对实方程所描述： 


III : xi - x 2 


0 ， Vi V2 = 0 ； n2 : x\ — X2 — 0, yi — y2 — 0 




在第一种情形， WT - (1/2, -1/2) 和^ = ( i /2, i /2) 复线性无关且 dimuT ^ U ,) = 
0,而在第二种情形，向量 wT = (1/2, 1/2) 和 ( V 2 ^/2) 为实线性无关而复线 

4 相关，且 dim R (n 2 ) = 2 . 

切平面 T ( M ) 和复切平面 T C ( M ) 维数的差刻画了相对于 C n 复结构的子流形 
不同位置的特性.我们列出这些子流形中最重要的类型. 

(1) 复流形. 如同在1900年由列维-齐维塔 ( Levi - Civita ) 所证明的，这种情况 

由 r ( M ) 和 T C ( M ) 的维数的相等性质作出了特征 刻画. 
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定理1 .对 C 1 类的流形 A / C C n 在每点 zeM ^ 


( 11 ) 


T Z ( M ) = T C Z { M ) 


当且仅当 M 为复流形 


fk ( z ) = 0给出，其中函数 

(/m + = 


证明. 设流形 M 其复结构局部地由 h ( z ) 
fa 在邻域 U 3 a 中全纯，并在其中 rank 




_ • _ 


dL 




dz 


2 


0 给出了 Mf ] U . 因为 


人 我们便以实方程 


(fn - /")," = 丄， 

故而曲面= 0} 的切平面和曲面 { ip k ^ = 0} 的切平面的交是 
个复超平面.所以所有超曲面= 0},// = I ，... ，2 fc 的切平面的交 T ( M ) 也就是 

复平面. 


=…= ^2 k 




2 


M 为任意点.固定一个点 a e M ， 不失 

) 下的 相等. 根据隐函 
数定理在0的邻域中流形 M 由方程组、= f ^ z ) 给出，其中 /a = m + 1， …， n , 
而众为 C 1 类复函数.只需 证明夂 对每个单独的变量为全纯即可.因此我们以 

C = € +切代表 = 1 ，…， 中任意一个，并考虑实二维平面 S = {w ^ /(C)}, 其中 

,Z n ). S 在点 （ 的切平面由向量 


反之，设 T Z ( AI ) 二 T C Z { M ), 其中 
般性可设 


z G 


0,且 T 0 ( M ) 与在坐标 k = ( A , 




a = 


~ (2m+l ， 


w 


df 


df 


(C - C°) 


0 


(C - Co) + 


w — w 




9C Ico 

组成.然而此切平面是条复直线（因为它是 T ( M ) 和通过点 Co 的复平面的交)，故而 


dC 


Co 


df 


= = 0. □ 


dQ 


* 证明， C 1 类映射 / : D 

GD } 为复流形•氺 


c n 在区域 d c c m 全纯当且仅当它的图像 {{z,f(z)) e 


^m+n 


(2) 极大复 流形. 这是那样的流形 M ， 在每点 z 的 T 2 ( Af ) 和 T 汄 M ) 的实维数 
相差1 (因此 dim R M 为奇数).如像前面所看到的，实的超平面，特别是 C n 中区域 

的边界当它是 C 1 类时属于这个类.因为 m 维复流形局部可看为中的区域，故 

而对于 C " 中复子流形上区域的边界这也是对的. 

粗略地说，这些穷竭了极大复流形的类：不久前， R . 哈维 （ Harvey ) 和 B . 劳森 
( Lawson ) 证明了，在 C " 中任意极大复闭链（即无边界的流形）可作为某个流形的边 

界，但它可能带有奇点 1 \ 


这时假定了闭链维数 m > 1; 在 m = 1 ( 实曲线）的情形极大复的条件是平凡的，而以其他的 


一 些条件 替换. 见 R. Harvey, Holomorphic chains and their boundaries. Several Complex Variables, 


Proc. Sympos. Pure Math., Vol. 30, Part 1, Amer. Math. Soc” Providence, RI, 1977, pp. 309 


382 
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氺证明， a ) 极大复 M - 线性子空间 LcC n 是在其复线性包 L + iL 中的实超 平面； b ) 极大 
复流形 M 局部地在点 aeM 的邻域中相互 一一 地投射到 T a ( M ) 的复线性包中的实超平面.氺 


(3) 全实流形.这是那样的流形 M , 在它的每点\它的复平面 T ^( M ) = 0.容 
易看出，对这样的流形其实维数 m < n . 事实上，在点 a 的邻域 C 7 中我们以方程组 
( C ) 给出 A /， 其中 fc 二 2 n 

程组 （9) 的秩小于 n ， 即这个方程组具有非零解 


如果 m 〉71，则 fc <化从而定义了 T a c ( A /) 的线性方 

就是说, T 以 M ) 爹0 

则此方程组的秩不超过 n ， 且等于 n 当且仅当向量^7, 




z — a 、 


为 


当 


， W 


m = n , 


复无关，即满足条件 


( 12 ) 


d^pi 八 • • • 八 d^p n 7 ^ 0 


时这个条件 特征描 述了全实流形 


参照 (10)). 因此当 


， n } 可以当作 

全实流形的例子.在第一种情形 T ( R n ) - M n 显然并不包含复直线，在第二个例子中 

T n 由方程外⑷ 


实子空间 R n c C n 和实环面 T n ^ {z eC n ： |^| 


• • 


为复线性无关. 


， n ) 给出，并且向量 


1 — 1 


— 


— z v z v — 


■ 參 


氺证明， a ) C n 中的任意平面都是复平面和全实平面 的和； b ) 如果在点 aeu 的邻域 (7 中 

G ^/ CC } 为完全实流形 


在点 a 有 df/dz ^ 0,则图像 {( zj ( z )) G C 


氺 


(4) 生成流形.这是那样的流形 M ， 在它的每点^的 T Z ( M ) 的基向量的复线性 
包等同于整个空间 C ' 设 M 的实维数等于 m ; 像前面那样局部地由 fc = 2 n 

方程组 （6) 给出它，则我们看出，它为生成流形当且仅当方程组⑼的秩为极大（等 
于 fc ). 事实上，如果这个秩等于 fc ' < ，则 dim c T 2 ( M ) 

可选取 T Z ( M ) 的基使它前277/个向量属于 T C Z { M ). 因为这些向量的复线性包不由 


的 


— m 


于是我们 


71 — 


T C Z { M ) 之外得到，而那些其余的 m - 2 m x 个向量将其实维数加倍，于是 T Z { M ) 中全 
部基向量的复线性包的维数等于 m ' + m — 2 m f — 


{ k - k f ). 因此，这个 


m — m = 7i — 


包正好在 fc ' = fc 时与 c n 重合 


如同上面所指出的，方程组 （9) 的极大秩条件是向量 为复线性无关 ，即 

特别，所有实超平 


10) 是流形 Af 为生成流形的条件.显然对于生成流形有 
面是生成流形.当 


时，由 （12) 看出，生成流形与全实流形相同. 


m 


* 证明，生成流形可如此刻画，即它的任一点的切平面不包含在任一个复超平面中. * 


18 . 维尔丁格 （ Wirtinger ) 定理 

我们记得在线性代数中，称从 C n x C n 到 C 的映射为 C n 上的 埃尔米特形式 

h ( u , v ) 是说，它对第 一 个向量是复线性的，并满足埃尔米特对称性 h ( u ， v ) = h ( v , u ) 

:因而对第二个向量为反线性 的). 如果令 h = g + 则满足关系式 g ( v , u ) = g { u , v ) 

和 f ( v ， u ) = - f [ u ， v ), 因而 g = Reh 为对称的而 f = lmh 为反对称的形式. 
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设 e 1 ，• • •， e n 为空间 C n 的基 
写出这样的展式.在这个基下的埃尔米特形式可表示为 


V 为 u 在此基下的展式：设对^也 


h(u ， v ) 二 > : hfM/CC l/ 


( 1 ) 


使 h 二 ( V ) 为埃尔米特矩阵.为了在此分出 

= +认；；经简单变 


其中= h { e ^, e v ), 从而 /i 
其实部和虚部，我们令 G 二 G = 1，…， n ) 和 /i 


换后我们得到 


2n 






⑶ 


二 = Im /? = 


g = Re h — 


其中实矩阵 g = ( 9 ^) 和 / 二 [ M 分别是对称和反对称的= -/ W ). 

设 h 为正形式，即形式 h ( u ， u ) = g { u , u ) 为正定，或等价地,矩阵(/ V ，)为正定. 
于是这个形式给出了 C ” 中的埃尔米特内积 ( u ， v ) 二 h ( u ， v ), 如果我们将它们看成 
M 2 n 中的向量,则形式9 = 1^/1为以和？;的黎曼内积.特别，在 C n 的标准基下，标 

准的埃尔米特形式 


lx{u^ —( 以 ) 之 "(?■’) ， 


(3) 


而它的实部和虚部分别为 


g { n , v ) = ^{ x v { u ) x v { v ) + yv { u ) y v { v )), 

v—\ 

n 

f { u , v ) = yiiy ^ iiyx ^ v ) - x v { u ) y v { v )) 


(4) 


+ _). 这些公式与第 1 目中关于内积 ( u ， v ) 的公式 一致. 

每个正形式 / i 在基 {#} 及微分 { d ^} 的对偶基 1》 下对应 了埃尔米特度量形式 


(我们设 


X v 


Z v 






(5) 


特别地， C " 的标准度量形式为 


h — dz v dz v . 

/ 、、J 


⑹ 


从而 


h { u , v ) = g ( u , u ) = 2 , \^ z 


⑺ 


= ds 


D 这表明 dC ^)=^ y 这是克罗内克符号. 


§6. 空 间 C n 的几何 


95 


对于积分和其他的分析运算，把埃尔米特形式 （5) 换成相应的微 分形式 是比较 
方便的.可以这样做:通常微分的乘积被换成外积并引入因子 i /2: 


71 


〉: 八 


(5') 


V 


2 


Ax ， iv=l 


其乘积因子保证了形式 / i 为实的.事实上， dG 八 （ = A h “ 而系数 /i 
由埃尔米特性质知为实的，故形如的所有项都是实的.而其他的项为 

实的原因在于当 M P 时，和 Kvd ^ A dl v + A 为纯虚的 

特别地，标准埃尔米特形式 （6) 对应于微分形式 


/小 


1) 


n 


% 




dd \ z \ 2 ^ 


( 6 ，) 


Adz 


^0 = 7： 


V 


V 


2 


2 


为欧几里得平方模.为今后书写方便我们与通常算子 


其中 


2 — 


Z 


n ( 


d 


d 


o — dx v + TT-dy 


d = d + d 


V 


dx 


dy 


V 


V 


一起还引进“共轭微分”算子 


71 


d 


d 


d — d 1 


⑻ 


d c = 


— — dx v + 


dyv ; 


dy 


4 


4i 


V 


V 


这两个算子在下述意义下是实的，即将其用于实函数时给出了实的结果.这两个算 
子的复合 


， d — d 


% 


⑼ 


dd c = (d + d ) 

故而度量微分形式 （6) 可重写为形式 


二 -dd, 


4i 


2 


2 


( 10 ) 


(fo — dd c z 


氺 1. 证明，如果 u = Re = 为共辄多重调和函数，则 cfw = -dv 

2•当 n = 1时，由题1推导出 In | 


4 


2 


= -darg z . 氺 




2 


这里对形式的实性质理解为经变换后它们可化为实微分形式炎 M 带实系数的组合. 
在前面的计算中我们利用了 


d 


d 




E 


{dx v + idy v ), 


d=- 


— % 


dy 


dx 


2 


d 


d 




E 


(dxt ， — idyi /}， 


d 二一 


-— 


dy 


dx 


2 


还有关系式 d 2 = d 2 二 dd + dd = 0, 见第 14 目 
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形式仰的双阶为（1,1)，故可对它沿实二维流形积分，而可对它的外幂= 

八_ ( m 重）沿 2 m 维流形积分.似乎自然地是，对于这些形式的积分给出了 


Wo 八 

流形的体积，然而在一般情形下并非如此.例如，在 C 2 中实二维平面有 

dz 2 A dz 2 , 从而在其上 po 三 0, 因此不可能量度体积. 

原来，形式量度了 m 维复流形的体积,而对其他实 2 m 维流形则给出了小 

于其体积的值.这个事实为维尔丁格在1936年所证明. 


• • • 


dz \ A dz \ 




定理 1. 设 M C C " 为具实维数 2 m 的 C 1 类流形.这个流形的体积 




( 11 ) 


Vol M 彡 


m 


另外这里的等式成立当且仅当 M 为复 m 维流形 


证明. 只需对在任意点 zeM 对体积元 1 >去证明此不等式即可，这时它具有 


形式 


( 12 ) 


T Z (M) 


因此不失一般性可以用切平面 T Z [ M ) = T 代替 M 并将其看成是 C " 的 2 m 维的实 
子空间. 


，它们对 M 


在 T 中我们选取实线性无关向量/，•••， 
满足关系 


1， 




V 




(13) 


3 卩 V ， 


= lOi 


其中的括号代表了在 C " 中的标准埃尔米特内积，为克罗内克符号，而为实 
数.可以如下来实现这个选取.首先在 T 中选取基 e 1 ， …， e 2 , 它们在欧几里得度 
量下为法正交;对于它们有 = 1 和 Re (e M ,e〃） = 0, 其中 \ x ^ v . 描述了中向 

量的埃尔米特内积虚部的斜对称矩阵，用 T 的正交变换（即不破坏其法正交性)，使 
其变为这样的形状，即其次对角线上为块矩阵 


0 




， M 二 1 ， 


_ _ 


0 


— OL 


记 { e ^} 在这个变换下的像 


而其余部分的分量都为零 2) .我们以, 
在此新坐标下除了在 \x + v 时的法正交条件仍旧为 


z , w 


w v ) — = 0 


1】 为了在这个证明中具有几何直观性，我们简单地把坐标的微分理解为数，而它们的外积就像 
通常的带有符号的乘积，而它依赖于因子的次序.一个形式的、无懈可击的本定理的证明参看譬 
如哈维的 文章; 见在“极大复流形”下面的脚注. 

2) 参看 Mal’tsev (马尔釆夫）的《线性代数基础》，有中译本. 
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外，而当 " =^时，由公式⑵我们有 


Im ( 2〆 ， w ^) = a 




(其中 /2^- 1,2^ = — f 2 卩,2卩-1 = %乂 20-1(#) = 二 1, 而其余的坐 标/和 


等于 0). 因此所有的关系 （13) 都己满足 

在所选的基下，向量 dzeT 可表示为 


+ dr]〆 1 )， 


(14) 


dz = 


^=1 


其中成 p 和向 m 为实微分.由于基的法正交性，由向量 d ^ z ^, dr ]^ w ^ (jli = 1，…， m ) 
张成的平行多面体的体积等于 


(15) 




因为^ dz v A dz v 可以表 7 K 为行向量 ( dz) f (这里的“〃’表不转置）与列向量 dz 
的外积，故¥虑到 （14) 时，形式仰在 T 上的限制有 


771 


^ ( d ^ z ^ 4- dr ]^ w^Y A + dr } v w v ) 


^0 T = - 


2 


y] {(? ， 之 k 八也 +(?，wK 八向 i/+ 


2 


i ) 


[ w ' z ^) dr ]^ A d^ v 4 -卜' w v ) drj ^ A dr ] v } 


〉 从 （ 14) 中分离出坐标 




+ <%<)， 


k 


1， 


m 




• m 




也可以得到同一个结果，并将其代入到仰的表达 式中: 


E (炎 


E E 


(« + 八 


忒 + dv ， wl ) 


V^O T =- 


2 


fc=i 


?l 


?l 




Y 1 \ A X ] 


+ d^fji A 


k 


2 


fc=l 


fc=l 


E 


dVfji A di u ^ 


w k^k 


W k^k + ^ A ^ 


k=l 


k-1 
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因此，考虑到关系 （13) 以及相同微分形式的外积等于0,我们得到 

- m 

^\ T = 向 ， 切勹 一 《 ’)] 


》: 八 dvjp • 




计算这个和的 m 重外幂，我们发现 




(-l) m J| a^i Adrji 


八…八 A drj 


T 


并且将其与 （15) 相比较，使我们确信为了证明不等式 （12) 只需证明对所有 /i = 

彡1即可. 

但是考虑到关系式（13)，它直接由布尼亚科夫斯基-施瓦茨不等式得到： 


有 


1， 


■ ■ 


( 2 綷， z^)(w^\ U)P) 


\^ a \ = |(汐 〆 ) 


其中有某个 AgC . 但是在这 


等号成立当且仅当#和成复比例，即 
时由#和张成的实二维平面是条复直线，而 （12) 中等式成立当且仅当所有的 


W 


| a M | = 1，即 T 为复 n 维平面.由第17目的定理1我们得出结论说， （11) 中等式成 
立当且仅当 Af 为复流形 .口 


注.定理中的断言：在复流形情形中，形式给出其体积的这部分可以十 
分简单地证明.事实上，形式_对于空间的酉变换不变，这是因为对于酉矩阵 

有 U*U = E, 就是说， UV = E, 从而如果 dw = [/心 ，则 

n 

dw v A dw v — (dw) f A dw = (dz) f U f f\Udz 


dz v dz v 


— (dz) f Adz = 


(16) 


因此在复 m 维流形 M 的情形可以认为 T Z (M) = T 与变量 （ q ， … ,z m ) 的平面一 
样.于是 


^o|t = 2 ^ Zv ^ 


以及 




dz\ A dz\ 八…八 dzm A dz m 
— dx\ A dyi 八…八 dxra A dy m 

(我们再次利用了 A = -2idx, t A dy^). 这里的右端是平面 T 的体积元，从而 

(12) 中的等式得证. 
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由维尔丁格定理可推出在实流形一些不成立的有趣的几何论断.它基于的事实 
，看作复流形的体积元的形式为 


E ㈤ 


(17) 




dzj x A dzj x 八 • • • A dzj rn A dzj Tn ， 


m 


j m ) •因为 

l -dzj A dzj = dx 3 A d Vj , 故沿 M 对此和中具指标 J =( 九…， j m ) 的项的积分给出 

TM 在坐标平面 ㈨ i 
成平面中一个点，则应计算重数).因此成立 

推论 . m 维复流形 M 的体积等于它在 m 维坐标平面（％， 

体积之和，其中 ji ， 


构成的所有的有序组 J = (Ji 


其中和号取遍由数1，2, 


n 


• • 


) 上投影的体积（如果在这种投射下 M 中几个点映 


， Z j 


) 上投影的 


为由数1， •…， n 中构成的有序组 


， Jm 


特别，复曲线 （m = 1) 的面积等于它在坐标轴;^上投影的面积和. 
由维尔丁格定理还得出了复流形的一个重要的极小性. 


定理 2. 设闭链 r 为 m 维紧复流形 M C C n 的边界.于是在所有 C n 中 
具边界 r 的实 2 m 维子流形中具极小体积. 


证明 • 根据形式外)的定义和微分规则（并考虑三 0) 有 


d ( d c \ z \ 2 A V ^ q 1-1 ) — dd c \ z \ 2 A <^^ _1 = 


因此对任意边界为 r 的 2 m 维实子流形 TV C C ' 由维尔丁格定理和斯托克斯公式 


有 


d c \ z \ 2 A ^ 


(p^ 1 = 


VoliV 彡 


m ! 


m 


另一方面，以同样的论证有 


一 1 


d 背八 < 


^ = Vol M. □ 


我们注意，并非任意具 2 m - 1 实维数的闭链都可以作为复流形的边界：例如, 
当 m > 1时，它应该是个极大复流形（参看第17目). 


富比尼-施图迪 （ Fubini - Study ) 形式及其相关问题 

复射影空间 IT 的自然度量的度量形式（富 比尼- 施图迪形式）为 

( w , w )( dw ， dw ) — ( w J dw )( dw ^ w ) 

Uv , w ) 2 ， 


19 


參 


ds — 


( 1 ) 


n 章基本的几何概念 
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其中 


(购，… ,w n ) 为齐次坐标，括号表示埃尔米特内积（参照第1目的公式 
(18)). 对应于它的微分形式为 


w v dw v a ^2 ), 


dw v A dwi， 


ijJ —- 


J 4 




2 


2 


它可以改写成形式 


dd c \w\ 2 d\w\ 2 A d c \w\ 2 


⑵ 


二 dd c In w 


w\ 


(最后面的等式可经直接计算验证). 

因为当购^ 0时函数 ln | 购| 2 = ln^o + In 两为调和函数，故 dd c In | w 0 

dd In |^ o | 2 = 从而当 wq ^0 时有 




2 


E 


2 


dd c ln \ 1 + 


dd c In \w 




w 0 


于是，在 IT 仿射部分，即它的标准覆盖的区域 C/o = e 的局部坐标 


M ) 下 


dd c ln(l + H 2 ) 


(3) 


特别地，若 n = 1，这个公式有形式 


i dz A dz 

5(1 + M 2 ) 2 , 


⑷ 


二 -991 n(l + zz )= 


2 


并且 w 与 c 上的球面度量形式相同：富比尼-施图迪度量就是球面度量的高维 


推广 


定理 1. 在富比尼-施图迪度量下，射影空间的体积等于 


(5) 


证明 .因为 P n 的无穷远点的集合的实余维为 2, 从而对于该积分没有影响，故 

1，在 C 上 


而代替 pn 可沿 C n 进行积分，并在那里以公式 （3) 表示 特别当 
引进极坐标 G 二 re ie ) 后我们得到了 


2 jt 


rdr 


i r dz A dz 

2y c (i + N 2 ) 2 


( 6 ) 


de 


(1 + r 2 ) 


在 n 为任意的情形，将 （3) 改写为 


dZi/ > : Zi/dZ\^ A >: Zi/dZi； \ 

2 (1 + \z\ 2 ) 2 ) 


( Yj dz ^ A 

v^T+N 


l 


2 
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(参照 （2)) 并注意到形式〜和 z v dz , 的奇次外幂等于0,在简单的计算后 
我们发现 


(n — l)!n 

(l + l^l 2 )^ 1 


n 


jQ dz v A dz v 


dz \ A dz \ 


A 


A 


CJ 


■ ■ 


(i + N 2 ) 


dz n A 〉: 


dz v ^\ A dz v -\ A dz v ^\ A dz v ^\ 八 • • • 八 dz n A 


Zi/dz i^dzy 


n \ 




jQ dz v A dz v 


⑺ 


(1 + | z | 2 ) n+1 


), z n = re ze 并先对积分而将 S 固定 


令 


2 


^ ■ 

/J - 


Tl — 


n— 1 


2n 


rdr 

(I4.|/ z |2 +r 2)n+l 


n 


c 


c 


0 


0 


n —1 


(72 - 1 )! 

(i + m 


2^ dz v A dz v . 


— 7 T 


C 


考虑到 （7), 我们注意到在右端所得到的积分不同于 （7) 之处只是左端把原来的积分 
中 n 换作 n - 1. 因此，重复同一方式我们便可以降低幂次直至达到在 （6) 中 被计算 

的积分为 


dz \ A dz \ 
2 (1 + \ z \\ 2 ) 


l 


□ 


=JT 


CJ = JT 


2 


C 


C n 


由于这个结果，自然地引进了规范富比尼-施图迪形式 
的 空间] pn 的体积为 1. 

考虑 C n 上的形式 


使用它所量度 


a ； = —LJ 


71 


d \ z \ 2 A d c \z 


2 


^0 


2 


⑻ 


— dd c In \z 
n 




4 


2 


z 


z 


71 


， z n ) 为 P n - 1 中的齐次坐 


与 w 不同，它在点 

标，则它是这个空间上的（规范）富比尼-施图迪形式.所以，形式吻实质上依赖于 


0有奇点.如果假设 Z = (2：1， 


Z 


1个变量而不是 n 个（例如，当;/ 0时依赖于 z 2 jz u …、 z n / zi , 如前所看到的， 

这由 q / 0时 dd c ln ^ i | 2 = 0得到)，从而表明其外幂在2^0时有 < 三0,这里的 
^ 0 被当作 一 个依赖于 n - 1个变量的 （ n , n ) 双阶形式. 

我们将 证明， 形式 ㈣ 量度了 C " 中 复流形 的体积密度， 即在半径为 r 的球中流 
形部分的欧几里得体积与同一半径和维数等于该流形维数的球的体积的比率. 


n — 


设 M C C - 为维数为 men 的复流形，其不包含点2 = 0,而 B 

G C n : \ z \ < r } 为球.于是 


定理 


Vol (M n B r ) 

vjr) 


⑼ 


< = 


MDB 
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其中 V m ( r ) 


jm \ 为半径为 r 的 m 维复球的体积 


2m 


—— JT 厂 


证明. 因为 M 不包含 2 = 0 ,于是在左端积分号下的形式没有奇点，从而可应 
用斯托克斯公式，有 


d { d c ln \ z \ 2 A 


< = —n 


MnBr 


MnB 




2 


d c In 


31 J M ns r 


其中 & = 为球面.在此球面上 d \ z \ 2 = o , 这表明，由公式（ 8 )，在其上有0； 0 

ipo / nr 2 , 而因为 d c ln | 


d c \ z \ 2 /\ z \ 2 , 故 


2 — 


Z 




2 m 


n t,L r 


Mns r 


MnB r 


再次对右端积分应用斯托克斯公式,然后再用维尔丁格定理，我们得到 


d c \ z \ 2 A ^ 0 


^ - ml Vol (M n B r )， 


Mns 


M n Br 


将其代入前一个公式便得到了 （ 9 ). □ 


我们在这里引进的最后面的那个形式是中的 2 n ~ l 次形式 


2 


71—1 


( 10 ) 


-cfln 


2 


( Jq — 


Jt 


像那样，它在 z = 0 有奇点，而当 2 ^ 0 时其微分 da 。 =cjq =0, 从而在 C n \ { 0 } 
中为闭.当 


1时，令 


w 


，我们发现 


n = 


z — re 


de 


1 


2 


( 11 ) 


— d c In \z 

JT 

即等同于那个可用来计算对于点 z 二 o 的闭道 7 cc \{ 0 } 的指数的形式.我们将证 

明这个形式对于任意 n 起着这种类似的作用. 

考虑 C n \ { 0 } 中的 （ 2n - 1 ) 维闭链，即 C n 中的一个（无边界的）闭的实超曲面 

并且不包含点 z = 0. 我们知道，第 2 n - 1 个同调群 H 2 n - i { C n \ { 0 }, Z ) = 0, 即每个 

这样的闭链 7 在\ { 0 } 中同调于球面& = = r } 的一个整数倍.称这个整数 

为闭链7对于点2 = 0的指数. 

1 时，闭道 7 的指数（即其绕 z = 0 的旋转次数）等于形式 a 。 = d 6/{2 n ) 
沿 7 的积分.在任意 n 时成立相似的结果. 

定理 3 .对于点 z = 0的 （ 2 n - 1) 维闭链 7 C C n \ {0} 的指数等于 


(70 = 


2jt’ 


在 


n 




( 12 ) 


Indo7 = 


汀 0 
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证明. 由定义， ind o 7 等于那样的整数々，使得 7 在\ { 0 } 中同调于即 
Y — kS r 为 一 个 2 n 维闭链 r c C n \ {0} 的边缘.因为形式 (Jo 在 C \ {0} 中为闭，故 

由斯托克斯公式有 


(13) 


dao — 0 


从而仍需进行计算 


八^0 


d c In 


因为积分下的形式在点 z = 0的奇异性，故在这里不能应用斯托克斯公式,但像 
在前面的定理的证明那样，我们得到 


n— 1 


(现在可以应用斯托克斯公式).由维尔丁格定理，右端的积分等于 n ! Vol 私 .二 
从而所计算的积分等于1,并由 （13) 得到了 


k = indo 7 • □ 


指数的概念源于庞加莱,所以在 （10) 中引进的形式自然被称为庞加 莱形式 


§7. 覆叠 


20. 覆叠的概念 

这个概念是出现在黎曼曲面中的一个概念在拓扑学中的推广（参看卷 I 第33 

目)，并在研究非 一一 映射里起着重要的作用. 

定义.设有三个对象 X , M 和 7 T , 其中 X 和 M 为道路连通的豪斯多夫拓扑空 
间， 7 T : X M 为连续 映射； 称这个三元组为一 个覆叠 是说，如果对任意点 peM 
存在它的邻域 U c M 使得 TT '^ C /) 同胚于 C / 和某个离散空间的乘积，并且如果 
h : --^UxE 为这个同胚， ( p , e ) ^ p 为通常的投射，则图 20 所表示的图 

示为交换，即对任意点 x e TT - Ht /) 有 


⑴ 


h(x) = tt(x) 


称空间 X 为 覆叠空 间或简单地称 做覆叠 ，称 M 为底而 7 T 为投射,称点 peM ^} 
原像 7 T - 1 ⑼为纤维.该图示中的交换性表明，同胚/ I 保持了纤维:对任意 x e TT - Hp ) 
有 〆 。 h ( a :) = p ， 即对所有这样的 x ， h ( x ) = ( p , e ) 的第 一 个坐标都相同并等于 p (参 
看图 20). 
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\ 7 


图20 


由覆叠的定义得出，开集合分解为不相交开集 t 4 二 h - 1 ( Uxs) i ee E 
的并，称其为的一个提升.限制圳&为同胚，并且对任意覆叠,投射 tt : X - 

为局部同胚. £ 

如果 X 和 i \/ 为复流形,而 7 T : X -> M 为全纯映射，则称此覆叠为全纯的. 

初等单复变函数给出了平面区域的全纯覆叠的简单例子.于是，对于自然数 m ， 

用圆环 X r = { r ^/f < \ z \ < 1/ rriy / r } 定义圆环 M r 

_ 

f .. X r — AI r 〜 这个覆叠的纤维 r 1 ^) 由 m 个点 即仏的 m 次根组成.类似地， 

定义了这同一个圆环用带状域 {in r < Re ^< ln -| 的覆叠，其 

+ 2 fod (/c = 0，± l ，.，.） 的可数集构成 

在图21中表明，如何用黎曼曲面来表示这些覆叠.在函数/(4 
需要把黎曼面上的带的端线粘合（它们以虚线表示)，而在/(2) = e 
的两端无限制地缠绕.在此表示中映射/变成通常的投射. 


M 


的覆 


m 


函数/⑷ 


纤维 f ~ l ( w ) 由数 Ln 


In 


的情形还 
的情形表示带 


0时,第一个例子给出了覆叠/ : C * — C *, 其中 C * - C \{0}, 而第二个 
为 C — Cy 另外它们中第一个的纤维为有限点集而第二个的为可数的点集.与多复 

变函数相关的覆叠的例子将在下一章考察. 

我们现在着手讨论在覆叠中道路的提升问题，另外为简单起见，我们限制所有的 


当 
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道路均为线段 J = [0,1] 的参数化.称7 : M 在覆叠 7 T：X 下被提升是说, 

如果存在道路 ^) ： I X 使得 7 T OJ = J (于是说,今是7的提升，而7是今的投影). 

定理 1. 对任意覆叠 7 T : X 

X ,并且在给定起点 5(0) 时这个提升是唯一的 


M . 任意道路 


M 均可提升为道路 


7 


7 


证明. 唯 一性： 同一条道路 7 的两个提升71^72或者不相交或者重合.事实上, 
集合 E ^{ tel : 7 i { t ) = %(咐在了中为开,这是因为 TToj ^ t ) = 

部同胚.但是它也是闭的,这是由于 P =八为开：对于 foj 夙点71 ao ) ^ %( to ), 

并由 X 的豪斯多夫性质，存在不相交的邻域斤3 % ( h ) 和0〃 3 72( to ), 使它们投影 

到同一个邻域 [/ +,从而在 k 的某个邻域中有 7 i (0 / 72(0- 因此，五或与/重合 
或为空集. 


今 2(0, 而 7 T 为局 


存 在性： 因为对每个点 7 ( t 0 ) 存在开集 [/ 使得 7 r ~ l ( U ) 分解为开集，其经 7 T 同 
呸于 C 7, 故7的局部提升由覆叠的定义所保证.由 7(0 的紧性，它可被几/中有 

限个邻域所覆盖，其中每一个均可提升，剩下来的事只要粘合上这有限段的道路即 

可. □ 


推论. 覆叠 7 T : X — Af 的所有纤维 7 T- 1 ⑻, P G A / 有相同的基数 


证明. 设 p,g : I — > M 为从 p 到 q 的道路（因 A / 的道路连通性，故存 

(p) — 7 r " 1 ( q ), 它把每个点 x G 7r _1 (p) 带到 


在这样的路径).我们来构造映射^ 

起点为 x 的7提升的终点2/ = 7^(!) (由定理1这个提升是唯一确定的 .） 由定理1 
映射 f 为单的（相 互一一 的).但是因为由同 一 定理知，对每个点 yo G 7 I ： ~ 1 ( q ) 可构 


造唯一的道路 7— 1 ⑷= 7(1 - 0 ( 从9到 P ) 以2/0为起点的提升，故它也是满的（到 
7 T - 1 ⑻ 上)； 如果: r 为这个提升的终点，则 &⑴ =洲.因此集合 7 T - 1 ⑼和 7 T ~ l { q ) 有 

相同基数 .口 


称任意纤维的基数为覆叠的重数. 

我们记得,称两条具公共端点 p ， g 的道路70和 7 i : I — M 为在 M 中同伦是 

说，如果存在一个连续映射 r . I x I — AI 使得 7(0.0 = 70⑷ ,7(1,0 = 7 iW , 其中 

所有的 tel, K 7(5, 0) = p , 7 ( s ， l ) = g 对所有 s e I 成立(参看卷 I 第 17 目). 

定理 2 (单值化). 如果具共同端点 P 和^的道路70和71在 M 中同伦，则 
它们在覆叠^ ： X M 下的具共同起点的提升 义和％ 有公共的终点且在 X 中 


同伦 


证明. 设7 : / x J -> M 为70和 7 i 的同伦.对固定的 sel , 道路 7s 二 7(5,0 : 
•> M ， 依定理1，以唯一的方式被提升到以: r 为起点的道路％ = l { s ^ t ), 映射 

(. s , t ) ^ 7 (. s , t ) 在 IxJ 上为连续，这是因为局部地 j ( s , t ) 


7( s ， t )， 而 


7 
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和 7 连续.函数氕 M) 作为（在集合 r 1 ⑻中）取离散值的连续函数是个常值函数， 
于是所有％具有公共端点.最后， 7(0? — 7 o (^)>7( l 5^) — 即5建立了 道路今 0 
和％ 间在 X 中的同伦 .口 


推论 . 如果空间 M 是单连通的（即任意两条具公共端点的道路同伦)，则任意 
覆叠 7 T : X -> M 的重数为 1. 


证明 . 设某个纤维 7 r - l ( q ) 包含了两个不同的点 〆 和 〆 /. 取点: c G 久,并由 X 
的道路连通性，以道路％和％分别从: r 连接 〆 和 y 〃（图 22). 设 7 ◦二 tt 和 

，它们为在 M 中连接点 p = tt ( x ) 和 g = n ( y f ) = 7 r ( y ") 的道路，而％ 

和 今1 则是它们以 r 为起点的提升.因为 M 的单连通性，7◦和 7 i 同伦，从而根据定 
理2,它们的提升的终点 〆 二%⑴和！/〃 = 7 i (1) 重合.因为我们设 〆 /故矛 

盾. □ 


71 二=丌 o 7 l 


Yi 


y 9 


Vo 


7\ 


n 


图 22 


( X ) 为单连通，那么根据这个引理，在 M 上 


如果覆叠 tt:X -^M 的像 M 

定义了反函数 Tr - 1 ^). 因此它推广了经典的单值性定理（卷 I ，第28目) 


= 7T 


21. 基本群与覆叠 

在这里我们以符号 “〜” 代表道路间的同伦，而 M 为道路连通的豪斯多夫空间. 
回忆某些定义:任意道路 a 和: — Af ， 其中 a ( l ) = /3(0),称道路 

a(2f), 


t e 0,- 


2 


( 1 ) 


ap ( t )= 


0(2t - 1 )，t e [ 2 ^ J » 

为 a 和 0 的乘积道路， 称道路 e ( t )= 常值为点 道路, 而称道路 a - Ht ) = a(l - t ) 为 
道路 a 的逆. 

固 定一点 pe M 并考虑 M 上闭的道路 （闭路） 的集合，这些道路的起点和终点 
都与 p 重合.闭路的同伦是个等价关系，从而我们可以依照这个关系把所考虑道路 
分成等价类，称其为 同伦等价类. 我们以 a 记包含闭路 a 的等价类. 
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我们称包含乘积 1} a /3 的类为类 a 和/3的 乘积， 记为 a /3, 这里的 a /3 为这些 
类中任意代表元的乘积 ( aGa ,/? G /3). 这个定义是合理的，即它不依赖于代表元的 
选取，这是因为如果 ao 
然由函数 


Po 〜 /? i ， 则 〜 cx \ j 3\\ 闭路 q ； o /3 q 和 ol \(3 \ 的问伦显 


ai ， 


r^j 


a ( s , 2 t ), 


t G 0,二 5 5 G 


2 


7( M ) 二 


P[ s ， 2 尤 一 1 )，t ^ 


2 


给出，其中和 p ( s , t ) 分别为建立同伦 

定理 1. 起点和终点为 P 的 M 上闭路的同伦类的集合 7 T !( M , p ) 在类的乘积运 
算下构成一个群. 


和 /?◦ 〜执 的函数 


0^0 


证明 . . 我们以 e 表示同伦于零（即同伦于点闭路 e ⑷二 P ) 的闭路类.对任意类 

事实上，由道路乘积的 


这是因为如果 aGa , 则积 


G 7 Ti ( Af , f ) 积 
定义⑴ 


OLE ~ a 


a 


ae 


o ：， 




a (2 f )， t G 0,-, 


2 


ae ( t )= 


a ⑴ = p , t E 1 L 


2 


[st + (1 — s ) r ( t )] 实现，其中当 

因此 e 为 7 ri ( M , p ) 的中性元 


而这条道路与道路 a 间的同伦由函数 7(^ t ) 

[■，1]时 t ⑷ 


a 


f G |0, gj 时 T ( t ) =： 2 f , 而当 t € 
(单位元). 


1 




另外，对于类 a e ttxCM ^), 我们以 a - 1 表示同伦于某个闭路 a - 1 的类,其中的 

P~ l (如果 7( M ) 是第一个同伦的 


a G a ; 这个表示是合理的，因为 

实现，则 7(^1-^) 是第二个的同伦实现).于是对任意的 a e 7 n ( M , p ) 有 


p => 


a 


a 




— 


OtOL 


其理由是，对 a e a 按定义⑴有 


a(2f )， 


t e o,- k 


2 


⑴ = 


CtCt 


l 


(2it — 1) — o^[2(l — t )]， 


t e 


a 




2, 


而函数 


a [2{ l - s ) t ], 


te o - , sel ， 


2 


7( M ) 


q [2(1 — s)(l 一 t )] 


亡 G 1 ， s E I ， 


2 


与点道路二 a (0) 之间的同伦 

D 起点和终点为 P 的任何闭路之间可以相乘. 


建立了 


OLOL 
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最后，类之间的乘积是结合的（即 a • 戸7二 ct /3 • 7)，这是因为闭路的乘积 


a (2 亡)， 


t G 0, 




2 


/?7 二 < /?(4t - 2 )， t e I 2^ 4 ' 7 


a 


3 


7 (4 t -3 )，te |-,1 


4 


和 


a ⑷)， 


t ^ 0,— ， 


4 


a /3 • 7 


0(4 t - 1 ), t e 






4, 2」， 

7 ( 2f - i ), te 1^1 


2 


[ o ’ 时等于 

时等于 t +4, 且当 f G I 11 等于从而函数 5[( l - s )/ + sr ( f )] 


同伦:如果记 a - pj ( t ) = 6( t ), 于是 a /?.7( f ) = 5 or ( t ), 其中 t ⑷当 t G 
2 t , 当 t e 

建立了这两个闭路的同伦 .口 

定义.称群 7 T } ( M , p ) 为拓扑空间 M 带标识点 p 的基本群. 






4 7 2 


2 


2 


4 


对于不同的点 p G M , 基本群 7 T ! (M, p) 均同构 


定理 




证明. 设 P 和 g 为 Af 的两个任 意点； 因 M 的道路连通性，存在从 P 到 g 的道 


M . 对每个类 a e 7n(M,p) 给出一个对应类々 e 7n(M^), 这个类々包含 

/3是群 7 Ti ( M , p ) 


路 7] 


了闭路0二 7 -^ 7 , 其中 a e a . 我们留给读者去证明映射^ 

到的同构 .口 


: Ct I> 


因此，对于空间 M , 基本群 7 Ti ( M ) 在同构下被完全确定 


例题 


1} 的以1为标识点的基本群.在 S 1 上有闭 
t ㈠ e 27 Ttmt , 其中 t e I , m 为整数；对于不同的 m , 这些闭路不同伦.任 

im , 其中/为连续实函数，满足 

实现这个同伦的函数为 
，因此 MS 1 ) 同构于整数群 Z . 任 


(1) 我们来计算圆 S 1 = {| 


Z 


路组 


^771 • 


意闭路 a (确定到一个点闭路因子）有形式 f 
/⑼二0,/(1) = 27 rm (m 为整数)，并且同伦于闭路 

最后有 


a 


i[(l — s) f (t)+2nm st] 


7 ( 5 , t ) = e 

何圆环 {r < M < i ?} 和去掉一个点的平面 c * 二 c \ {0} 具有同一个基本群. 

(2) 维数 n 〉1的球面的基本群 7 Ti (5 n ) =0,因为这些球面是单连通的（在它们 
之上的任意闭路同伦于 0). 


^ ^ m+n 
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设 f : M — N 为拓扑空间的连续映射.那么对任意道路 r . I — M 有对应的 

道路/(7卜/ 

fill ) (后面的这个道路的同伦由函数/。7(以）实现,其中7是建立同伦70 

函数).故而.诱导出了基本群间的映射 


I — N , 于是道路变到了道路,并保持了同伦 


7 i /(70) 


7 


70 






的 


7 i 


( 2 ) 


/* : 7Ti(il/,p) -> 7Ti{NJ(p))] 


因为 f ( a /3) = f ( a)f ( P ) 故它是一个同态. 

如果 f •• hi — N 为 N 上的同胚，则 /* 为同构，故对于空间的同胚性基本群必 

须是同构.这个条件显然不是充分的：平面圆环与圆具有相同的基本群 Z ， 但它们并 

不同胚. 


设空间 X 和 Af 为局部单连通（即在它们的每个点存在单连通的邻域）并且 
- ：X M 为覆叠.所诱导出的基本群的同态 


mix) ^ ttAM) 


(3) 


的类，其中道路 

呈射（即将 7 n ( X ) 中不同的元映成不同的 元)： 事实上，只要单位元 e e 7 n ( M ) 的原 
f 是 7 Ti ( X ) 的单位元，这是由前一冃的单值性定理得到的.由此知道，在映射 （3) 下 

_ i ( X ) 的像 im 

用子群 G 

是说 a /3- 1 G G . 包含闭路 a 的陪集记以符号 [ aj ; 这些类的个数被称为子群 G 的指 


同态 A 是个 


2同伦类6 G 7 n ( X ) 变为包含了 


CX ^ CX. 


7T* 


tt * 可以构成 M 上闭路的陪集（类) ： 闭路 a 和; 0属于同一个类 


im 


数 


C , 是个二叶覆叠.在这 


例题 （3). 由公式/(2)二 Z 2 定义的映射/ : C 

C ,, 并且 7 n ( X ) = miM ) - z (参看前面一个例题).我们以闭路 
:t — e 2nimt (t e I . meZ ) 代表 7^ AM ) 中的元•当 m 为奇数时 7 m 在以 z = l 为 


里 X = M 


m 


1 (是在映射/下的原像，即道路 7 m ： t -> e -^) 7 从 


起点的提升其终点在点 
而不是闭路.因此代表 MX ) 的闭路的像仅仅是那些 m 为偶数的闭路 7m . 于是群 
G 二 im /#同构于偶数子群.它定义了两个陪集，分别以具偶数和奇数 m 的闭路 7 m 
所代表 . G 的指数为 2. 


7 T * 的指数等于覆叠 7 T ： X M 的重数 


定理 3. 子群 G 二 


证明.固定一点 p G A /, X G 7 T ~ 1 ( p ) 及以 P 为起点和终点的闭路的陪集 [ a ]. 选 
取闭路 a € [ a ], 我们以5表示 a 以 rr 为起点的提升，并以 5(1) G 7 r _1 ( p ) 作为 [ a ] 

的相伴的点.定理由映射 ip ：[ a ]^ a ( l ) 的下列性质得到： 

a ) ^的定义合理，即不依赖于陪集的代表元的选取.事实上，如果 a ,/3 G [ a ], 

则 a /3- 1 e G , 即 ap - 1 是 X 的某个闭路的投影,就是说闭道 涵- 1 的像.由此得到 

5(1) =所1)(见图 23). 
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图23 


b ) ip 为单射.事实上，如果 if ([ a \) = _) ，则5和"具有公共的终点，于是 

5)0- 1 为闭路，从而 af e G , 即 [ a ] = [/?]. 

c ) ip 为满射.事实上设?/ € 7 T - 1 ⑼为任意一个点.以 5 连接 x 和? /;其投影 a 

是闭路，满足 5(1) = y, BP ^(fal) = y . □ 


可以把前一目的一个结果作为定理的推论而重新得到：对于底 A / 为单连通的 
覆叠其重数为 1. 事实上这里的群 Tn ( M ) 为平凡，从而 
指出，在本书中所考虑的所有情形中底空间的基本群 ^( Af ) 的基数都不大于可数基 

数，于是由定理3,这种覆叠的纤维的基数也就不大于可数（参照卷 I ，第29目的庞 
加莱-沃尔泰拉定理 )• 

定理3有意思的地方还在于它把关于覆叠 n .. X — M 的重数问题与关于子群 
的指数联系起来.覆叠和基本群子群之间最完全的联系可表达为 


的指数等于 1. 我们要 


im 7r 


im 7T 


氺 


定理 4. 任意子群对应于一个覆叠 


X A /, 满足 


= G 


im 


证明. 构造覆叠. 固定一点 Po € M 并考虑任意的道路 a : J — M ， a ⑼ 

/3(mod G ) 表示，如果闭路 a/3- 1 的同 


我 




们把这些道路按照以下的等价关系分类 
伦类 ol /3" 1 G G (关于模 G 的等价性).包含道路 a 的类被记作 [ a ]， 并且所有可能的 

被看成是空间 X 的点. 以条件 7 r ([ a ]) - a ( l ) 定义投射 


道路 a , a (0) 

其中 a 为类 [ a ] 的任意一个代表元 （1 然，该投射并不依赖于代表元的选取). 

X 的拓扑 .点 [ a ] G X 的邻域定义为：取点 p 二 7 r ([ a ]) 的单连通邻域 
U p C M 及其中道路 /?:/-> U v ， 峨= p . U [ a ] 中的点被认定为由道路 ^ = a /3 的类 

[ 7 ]组成，其中 a 固定,/?为所有可能的那种道路. 

以这些邻域所引进的拓扑是豪斯多夫的.事实上，设道路 [ a ] 和 [ Y ] 为 X 的不 

同点.如果这两个点的投影 p 和 〆 互不相同，我们则可选取互不相交的邻域％和 
CV ， 从而和也互不相交（相应的道路甚至 f 构成闭路).如果确有 P =〆 
则 aJor 1 iG , 从而投射到同一个单连通邻域 f / p 的和也不相交：若非如 
此,则可找到道路 7 = 和 V = af 使得 Y 7 -1 G G . 但0 和# 有公共终点并且 
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属于 U p , 于是 卜 (3 f 从而 
o / a - 1 G G ， 矛盾. 

空间 X 是道路连通的 .设 [ a ], [ p ] G X ;选取这两个类中的代表元 （ Q 和/3)，以 

道路& J — M 连接端点 a ( l ) 二; p 和⑴二 A 并以％ 记^上连接 Po 和咐）的 
道路.（见图24;我们有假定： il / 为道路连通的).映射 f ㈠ pyt ] 定义了 X 上的一条 
道路,它连接了 [ a ] 和[外 


(这 里的〜 代表同伦)，即 


(/? , / 0~ 1 )a- 


I 〜 _ 1 


显然， X 是局部单连 通的； 这是因为它的邻域 i 7 w 同胚于 f / p . 

7 T：X 为所求的 覆叠.首先，因为由构造知，对每个点 pe M 存在邻域 U 

使得被分成互不相交区域，使 7 T 在其上为同胚，故这是个覆叠.还需要证明 


=G 


im 7 r 


取点道路 £ ： I Po , 以3：0 = ㈣ 表示之，并考虑基本群7^(义，0：0).设5为其 
中任意一个元 （ S 卩 X 上以 X 0 为起点和终点的闭路的同伦类)，而5 e 5为这个类 
的代表元.对于每个固定的 t e /，根据我们的构造知道，点5⑷代表了这样的道 

路的等价类，这条道路模 G 等价于道路 a t ( s ) = a ( st ) : I Af ， o ： t (0) =洲，且投影 
a ([ a t ]) = 0；( f ). 故而 7 T o 5 

的闭路，这表明 ％(3 )eG 

反之，对任意元 a e G (即 M 上一个闭路的同伦类）我们可以选取闭路 aGa , 
并将其提升到起点为邱的道路，设5, = [ a t ]. 显然 tt *(5) 


为 M 上起点和终点均为 po 的，并被模 G 等价确定 


□ 


定理4让我们可以对具给定底 M 的所有覆叠进行 分类： 它把这个问题化为研 
究基本群 7 n ( M ) 的子群.特别，由此定理得到两个“极端”的覆叠.其中之一对应 

于基本群自己 G = 7 n ( Af ), 它是平凡的（整体同胚)，这是因为 G 的指数为 1. 另一 
个对应于子群 G = { e }， 由一个单位元组成，称其为万有 覆叠. 因为对它来说 
平凡，而 7 T * 是单同态，故它的基本群 7 Ti ( x ) 也是平凡的，故万 有覆叠总是单连通的 

它的叶数（可能无穷）等于群 ^( M ) 中元素的个数. 


， im 7T 


例题 


(4) 对于去掉一点的平面 C * = C \ {0}, 其基本群等于圆的基本群，它同构于整 
数群 Z . 偶数组成的子群（其指数 2) 对应于二叶覆叠,这是 w 二力的黎曼面,但去 
掉了分歧点0和 oo (参看前一个例题). 一 般地, m 倍整数的子群对应于 C , 的 m 叶 
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yTz 的黎曼面.平凡子群代}对应于单连通的无 
Lnz 的黎曼面.有限叶复叠以代表，而万有覆叠为平 


覆叠，它是去掉分歧点的函数 
限叶的覆叠，即函数 
面 C 代表. 

(5) 去掉两个点的平面 M 二 C \{0，1} 的万有覆叠是模函数的逆的黎曼面（参看 

卷 I ，第44 0). 覆叠空间 X 是平面 C . 


w = 


22. 黎曼区域 

这个概念接近于区域 DcC n 的覆叠，并且是黎曼曲面概念的高维类比 • 

定义 • 称偶对 ( D , n ) 为黎曼（区）域或 C n 上的区域，其中5为道路连通空间 

而 ji : 5 — c " 为局部同胚映射,称其为投射. 


( D ) 的覆叠，这是由于位于 D 的某些点的上 
面可能会有5的边界点，并且对于这样的点不存在邻域*7,使得在其中 7 T - 乂⑺同 
胚于 [/ 和一个离散集合的乘积（图 25). 但是有时也称黎曼区域为覆叠,而我们所接 

受的覆叠的意思是无边界的覆叠. 


黎曼区域 D 可能不是区域 D 


= 7T 


利用投射 r 可在空间 D 中引进流形的结构，并进一步引进复结$为此只 
需考虑5的如此细的区域民的覆盖，使得 7 T 在它们上为同胚，并在％中引进 
，= 咖)，: pd 为局部坐标.总图表 ( Uc , Z ^) 的毗连关系为恒同（表明其为双全 

纯）映射，即这是个复总图表 • 

我们注意到，在黎曼区域上不仅能正确地定义出全纯函数（就像在任意复流形 
上那样)，而且还有它们的导数.就是说，对任意在点 peD 的全纯函数/,称 


d 


D k f\ p = 




卜 … dZn % 


为/在该点的 A ； = ( k U …， k n ) 阶导氣其中的 U 为 P 的一个邻域,使得限制 7 T 
在其上为双全纯， 7 TI ：： 1 是它的逆映射，上式右端是在点 


( p ) 的导数 
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更进一步地,在黎曼区域 ( D , 7 T ) 上可自然地引进中心在点 pen , 半径为 r 的多 
圆盘, 这是一个集合 U ( p , r ) 3 p , 使得 7 T 将其 全纯地 投射为多圆盘 U ( z , r ) cC n , 其 

( p ). 所有5上具己知中心 p 的多圆盘的并集被称为极大多圆盘,而这个多 


中 


圆盘的半径（有限或无穷）被称做 p 到 D 的距离， 并以 p { p , dD ) 表示.集合 N CD 
到边缘的距离理解为 


inf p ( p , dD ) 


在解析延拓的过程中会自然地出现黎曼区域.由于在多变量的情形，这个过程像 


在单变量情形中一样，我们只限于给出一个简短的描述.我们将由中心在点 aGC 
的元素 ( UJ ) 着手，即由一个多圆盘 C / = C /( a ， r ) 和一个在其中全纯的函数/ ㈡ : 


^ c k(z - a) 


组成的偶对.如同卷 I 中那样，定义直接的解析延拓和沿道路7 : I 


C n ，7(0) = a 的解析延拓，同样也证明沿道路7的延拓结果在固定终点的同伦下不 
变，就是说在沿实现此同伦的任意道路％的所有可能的延拓下不变. 

n 个复变量的解析函数是说像卷 I 那样，是元素 F = {{ UaJa )}^ 其中的每 
一个都由沿 C " 中某条道路的任意其他的解析延拓得到.一般地说，解析函数并不 
是在它被构建的区域 D 上的函数, 这是由 于它可能在点 zeD 取许多个值.但是像 
我们现在要证明的，它是在 D 上的某个黎曼区域上的函数. 

我们假设在区域 DcC n 上的解析函数 F 由元素 ( U , F ) 定义.因为我们对于多 
圆盘的半径并无兴趣，我们可以不去考虑 ( UJ ) 而考虑元素 ( UJ ) 所代表的芽 f a 
(点 a € D 是它的中心;参看卷 I ， 第 29 目).赋予在点 z e D 的芽 ff 以参数 a 6 八， 
它代表了由 ( U ， f ) 出发沿所有可能的道路7 : D 从 a 到 c 的延拓所得到的元, 

另外我们还考虑偶对 Z = (2, ff ), 其中 2 e 


在 D 中我们以下面的方式引进拓扑.对于点 Z 二 ( z ^) eD 的邻域，我们釆用 

z \\ < e , 其中 e > 0为 一 个固定 


所有点 VK 二 G D 的集合 , 它们满足 1) 

的数”和 2) 芽唸由元（1/〃）代表，它是元素 { U Z ,D G 的直接 延拓. 显然 


ir — 


当 s 足够小时这样的邻域非空.我们让读者去证明，在这个拓扑下， D 是个连通的豪 


斯多夫空间. 

我们定义投射 7 T •• D — D 为映射 

射.因此，我们构造了一个流形，并称其为解析函数多的黎曼域（类比于单变量解 
析函数的黎曼面，参看卷 I ，第33目). 

如果元 （ C /，/) 沿所有道路 j ： I -^ D 都被延拓，则显然地,黎曼区域 tt : D^D 
是个覆叠.由在第22目所证明的知道，这个覆叠对所有 zeD 的纤维的基 

数相同，并且不超过可数基数.在一般情形，即当沿 D 中一条道路而不沿其他道路 
延拓时，集合 7 r ~\ z ), zeD 的基数也不超过可数（只有在这种情形下这些基数对不 

同的点可能不同).的基数$是“多值函数” F 在点 2 e D 取值的个数 . m 
而更为正确的是，把 F 看成是在 D 上的（单值）函数，就是说，对于点 ( z , f -) G 5, 


显然，这是个连续的局部同胚映 


i ) 我们记得，对于点 z G C ' 我们以= max | z . |表示它的多圆盘范数 
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其值为 f a ( z ) 的函数，其中 （ C 4, 尸）是芽 ff 的任一个代表元.显然，这个函数在 D 

■ _ 1 • ^ Li • 


我们在下一章要讨论多变元函数的解析延拓问题，将证明它与单变元函数在这 
方面有本质的区别. 


§8. 解析集 

在此我们将考虑复分析的基本对象之一，它自然地产生于对全纯函数的几何研 
究之中，这就是使那些函数为零的集合. 

23. 魏尔斯特拉斯预备定理 

这个定理 （ Vorbereiungssatz) 发表于 1879 是 联系复 分析和代数的基本定 

理之一.它推广了单变量全纯函数像 （2 - a ) 的整幂那样变为零的熟知性质：如果 
/( a ) = 0 ( 但/ 规 则在点 a 的一个邻域内有 

/ ㈤ = ( z - a ) k cp ( z ), 


( 1 ) 


其中 W 全纯，并在 a 不为零. 

在高维情形，代替 b - a ) 的幂的是用一个关于某个变量， 譬如〜 的多项式，而 
系数是全纯依赖于其余变量 S = (^， 

定理 1. 设函数/在点 a G C " 中某个邻域中全纯，且 /( a ) = 0,而 /(' a ， 〜） 关0; 

于是在这点的某个邻域 V 中有 


) 的函数 


， ^n—1 


k -1 


fi z ) — { i z n ~ 0， n) k + C\( f z )( z n — a n ) 

其中 fc 彡 1 为 /(' a ， 〜） 在点 z n 

在 F 全纯并在这里不为零. 


+ Ck{ f z)}(f(z) y 


( 2 ) 




■ ■蠡 


取零的阶，函 数〜在 中全纯， c v (； a ) = 0,而 




证明. 不失一般性，设 a = 0. 由单复变函数的唯一性定理，可以选取> 0使 
得当0 < |〜| < r n 时/('0,# 0,而由于/的连续性，存在多圆盘 ' F ('0， r ) 使得 

^ Ki = (knl < r n } 中零点的个数等于 


对于任意固定的¥ G ' V ，函数 f ( f z 0 , z n ) 在圆 




d 


f ( f z °, z n ) 


谷之 n 


(3) 


f( f z°,z n ) 


2 m 


dV , 


这是因为⑻的左端是整数并是点在 V 中的连续函数 ' 从而其为常数，而当 
¥二 '0 时它等于函数 f {% z n ) 在点 

P 参看第 5 目的引理 . 


0的零点的阶数，即 fc . 


z n ~ 
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§8 


Z ( n\ f z)^ = 1 ，…， fc 记函数 f{ f Z,Z n ) 在圆盘 V n 


我们固定 4 并以 

中的零点，从而我们构造对于〜的多项式 


k 


P ( z ) — JJ(-n — 4 + Ci( f Z ) Z ^~ 1 + … + Ck ^ z ), 


(4) 


它以这些零点为其根.它的系数在 ' F 中全纯.事实上，对任意在 F n 中的全纯函数 

按照广义辐角原理（参看卷1,第 34 目的习题） 


d 


k 


工翁 id 


dz 


^( z n )- 




/(% 之 n) 


dV „ 


由此看出，左端的和为变量 4 在 V 中全纯函数（我们考虑当4 e 和 e 

时 / # 0). 现令 u ( z n ) 

幂的和在' V 中全纯，而用这些和（在代数中所熟知）有理地表达出它的系数，从而 

〜 e 没 no •当 

对任意固定的 ke ' F , 函数 


， k ， 那么我们发现多项式 （4) 的根的 a 次 


/i 二 1， 


• 籲 《 


x 0 时多项式的所有&个根都等于零，所以所有 c ,，0) 二 0 


m 


= 


P ( z ) 


为对在圆盘 V ；中的^的全纯函数并且不取零值，这是因为 P 只在/ = 0处的点 

( f z ) 为零并具相同阶数.所以当任意~ e 时，函数^由对变量〜的柯西积分 




表不 


f{%Cn) d(：n 

P( f Z^ Cn) C 

因而在 F - x y n 的那些使 P = 0 的点上有定义.因为在上尸妾0 (因为在 
那里/ # 0)，故右端，从而全纯地依赖于由哈托格斯定理， W 在多圆柱 V 中 

全纯 .口 


^ p ( z ) = 


2ni 


— z 


dV , 


魏尔斯特拉斯预备定理证明了，全纯函数化为零的情形如同系数为环於 a 的 
的全纯于点 h 的函数的多项式 情形： 


^n) = (^n — a n ) 4~ Cj ( Z^j (z n — CL n ) 


H - h C k ( f z) 




更准确地说，这个多项式的除去首项外所有的系数属于中的一个理想，它 

由其中在点 / a 为零的函数组成.称具这种性质的多项式为此点 的魏尔斯特拉斯多项 
式. 因此,定理1让我们对于研究全纯函数零点集时可诉诸于代数方法. 

i ) 称环丑 中它的元素构成的集合 J 为它的一个理想是说它：①是该环的加法子群（对此，了中 
任意两个元的差也属于 J ) 和②对任意元 j e f 和任意 reR 、 mm jr e I . 6 , a 中所有在 k 为零 

的函数的集合满足这两个条件. 
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注.如果/ 幸 0并且除了 f ( a \ z n )^0 这个条件外它满足魏尔斯特拉斯定理的 
所有条件，我们则可在 [/ 中选取点使 /(/) / a 并改变坐标轴使 得轴& 成为 
平行于通过 a 和/ 的复直线.于是也就满足了条件 /( ; a 7 z n ) ^ 0. 


我们还注意到，由魏尔斯特拉斯定理可直接得到复的隐函数定理 •. 如果 /( a ) =0, 
但 ^( a ) ^0,则定理1可用于=： 1的情形.故在 a 的邻域中方程 /( z ) 二0等价 

于方程 P { z ) 

的全纯函数. 

由这同一个定理我们得到了我们在第9目中利用过的水平集合的一个性 质：在 
函数/的水平集 { f ( z ) = 0} 上存在以 < 2 为起点的光滑道路,其中 /在点 a 为全纯. 
事实上，水平集 { f { z ) = 0} 可以用 P [! z , z n ) = 0描述，其中的 P 为 f 在点 a 的魏 

尔斯特拉斯多项式.如果7 :队1] — '1/,7⑼二~为光滑道路，则该多项式的系数 

Cj 07 ( f ) 光滑地依赖于而当 t — 0时它趋向 0. 因此存在此多项式的光滑依赖于 t 
的根，当 f — 0时趋向 a n ; 道路[0，1] -> ( l ( t ), z n ( t )) 为所求. 

当 n = 2时，函数/ _ 0的魏尔斯特拉斯展式可以写成 


+ C \ z ) — 0,由此解出于是 


Cl ( f z ) 为其余变量 


~ — 
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f ( z , w ) — (z — a) k {(w — b ) 1 + ci ( z)(w — b ) 


1-1 


+ <^(之)}咖,忉)， 


⑹ 


+ 


學 ■ 


它并不要求 f ( a , w ) ^ 0的条件（这 里的〜 在点 
CU 和 Z 为整数，(^在点 （ a ,6) G C 2 为全纯的函数，并在此点非零).事实上，如果 
/( a , w ) ^ 0,我们则有展式（6)，其中 A ; = 0;如果 f ( a , w ) = 0,则由泰勒展开式得到 

f ( z , w ) = (z — a ) k g ( z ， w ), 其中 g ( a , w ) ^ 0,从而将定理用于仏即有了展开式 （6). 

我们还需要所谓 的魏尔斯特拉斯除法定理. 


C 为全纯的函数， C v { a ) 


CL G 


定理 2. 设函数/在点 a G C 77 的邻域中全纟屯，并且尸为在此点的某个魏尔斯 
特拉斯多项式^，设 / c 为其（相对于&的）次数.于是在 a 的某个邻域中函数/可 
唯一地表示为形式 


⑺ 


f = /V + Q ， 


其中函数 p 在点 a 为全纯，而 Q 为次数不大于 A : - 1 的〜 的多项式，其系数在点 

f a e C n - 1 的邻域中全纯. 


证明. 不失一般性，设 

所有的4在此圆上满足 P ( f z , z n )^0 , 并且令 


0. 选取圆 {\ z n \^ r } 使得对所有点~的邻域 '[/ 中 


■Wn) dCn 


咖) 


2 ni 


— z 


{ICn|=r} 


不必是函数 / 的魏尔斯特拉斯多项式. 
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§8 


于是 ip 在 U =， U x {\ z n \ < r } 全纯，同样全纯的还有函数 


Q ( z ) ^ /(-) - 


f (’ z ， Cn) P(’ 2 ， Cn) — z n) 

P(%Cn) 


dCn 


Cn — 


2 m 


{IC?，l=r} 

积分号内的第二个因子是个次数不大于 k - l 的关于的多项式.其系数对任 
fiCnjCnl 是 ， U 中的全纯函数： 


P ( f zXn )~ P ( f Z , Z n ) 


k-l 


+ qkdCn ) 


= q \ i ! z , Qn)z 


+ 


鲁 ■镛 


Cn — 


把这个式子代入前面并沿 {|C|n = r } 积分，我们便得到 


k-l 


Q(z) — biC z)z 


+ … + bfc (’ z )， 


其中函数 


/(^Cn) 

P(%Cn) 


Qj( ，z Xn)dCnJ = 1 ， … ，众 


2ni 




S f U 中全纯.展式 （7) 的存在性得证,剩下的要证明它的唯一性. 

假说与⑺一起的还存在另一个展式/ = P^i + Qt 具有同样的那些性质.于 


是成立恒等式 


Pi^i ~ = Q — Qi ， 

那么，如果 A 关 (A 则对于〜而言,左端的次数不小于 fc， 而右端的不大于 fc - 1. 这 

个矛盾表明 A 三从而 Qi 三 Q . □ 


我们以它在解析集理论中对重要的不可约概念的应用来说明这个定理.我们首 
先来回忆一些代数知识，仅仅局限于对于 2 n 的系数在点 'G. G C- 1 的邻域中全纯的 
那些多项式的环少 a 方面.称多项式 Pe ^ a 为 不可约 是说它不能分解为两个次数 
不小于1的多项式 PuP 2 e ^ a 的乘积.任何一个多项式 Pe ^ a 可以表示为 




⑻ 


其中 G 为中的不可约多项式，而为自然数，并且这样的分解在差一个~的 
邻域中非零全纯的因子下是唯一确定的. 

另外，如果给出了两个多项式 P,Qe deg deg Q, 则可应用欧几里得辗 


转相除法 


P = qiQ + ri, Q = q 2 r \ H- r 2 , 

ri = qsr 2 + r 3 , 


⑼ 


， T k — 2 二 qkTk-1 + r k 


(所有的这是个〜的多项式的集合，其中多项式的系数是在~的邻域 

内全纯函数的分式，并且有 deg ~ < deg r^-^ro = Q ), 一 直下去直到在余函数中得 
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到一个只依赖于4的函数（即对于〜为零次的多项式) 


r k ^i(z) = qk+i(z)r k (z) + r (’ z ) 


(10) 


如果在 r 的表达式中消去在除法过程中出现的所有分母（只有有限个)，则得到一个 

全纯函数 


RCz ) — a (’ z ) r (’2)， 


( 11 ) 


称其为多项式 P 和 Q 的结式. 

如果此结式为 0, 则 r { f z ) = 0, 那么正如从 （10) 和 （9) 中看到的,两个多项式 P 

和 Q 都被 r k G 无除尽，这是一个对^的次数不小于1的多 项式 : P Q 
其中 P , qe ^ a . 因为这些等式的左端属于少 a ， 故在对右端的系数简约之后便将其转 


= qr k ， 


化为 


( 12 ) 


P ~ pRk j Q ~ Q^k ? 

其中 p , q , R k e 其中的 R k ( z ) - c k ( f z ) r k ( z ) 为次数不小于 1 的多项式 

在一般情形中，每个余项 G 可通过前两个余项和 r ? -_ 2 ) 线性地 表达; 逐 

次地将这些表达式代入 （9) 和 （10)， 并去除分母,我们便得到结式 


^ p ( z ) P ( z ) - \~ q ( z ) Q ( z) y 


(13) 


其中 P 和^是少 a 中的多项式.由此看出，如果在某个\多项式 P 和 Q 有（对 4) 
的公共根，则 RCz ) - 0. 反之,如果 R ( f z ) = 0,并在这个和 Q 的首项系数不为 

0,则在 （11) 中 a( f z) 兴0而 r( f z) = 0;故而 和 Q (' z , 2 ： n ) 被 r^z.Zr,) 除尽， 

就是说它们具有（对&的）公共根 

称多项式 P e 少。和它的导数 


dP 


的结式为这个多项式的判别式.由上面所说 

知道，多项式 P 的判别式（如果其首项系数不取零值）等于零当且仅当在值4时 P 
(对〜）有重根 • 


dP 


= 3 z | - 3^2,并且欧几里得除法 
给出 r 3 (^ i ) = {- Az 2 l - Vz l )/{ 2 zl - l ). 在简约分母后我们得到了结式 A ( zj ) -4^ 2 -^. 

因而 P 对于勿的重根只出现在 Zl ^ 0 ( z 2 ^0 为三重根)， = l ( z 2 = -I 为二 


例题. 设/ 


z \ — ? iz \ z2 + 2 zf — Z ； 于是 


dz 2 


2 


2 


重根）和 q 


( z 2 = ^- 为二重根) 




2 


2 


如果多项式 P 的判别式恒等于0,则 P 必定是可约的，这是因为由 (12), P 有 

也被其除尽）的因子 i 4. 这个结果可加 


dP 


次数不低于1而不高于 deg P - 1 (因 

以推广. 


dz 
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定理 3. 如果在多项式 Pe ^ a 分解为不可约多项式的表达式 P A …巧中 
的所有因子互不相同，则 P 的判别式不恒等于零. 


8 P 


证明.如果其判别式△三 0 ,则根据 （ 12 ), 多项式 P 和 


具有公共的非 


dz n 


平凡因子 i4 . 由于分解为不可约因子的唯一性，应该（确定到一个只依赖于 
的因子）等于其中的一 个 Pj . 然而由乘积的微分公式 


••巧 + ••• + 


dPt 


知道, 导数 不被任何 一 个 Pj 除尽. □ 


Pi … Pi-i 


dz n 


函数的不可约概念与多项式的不可约概念紧密相关.对于在点 a G C " 全纯并 

在该点为零的函数/幸 0, 称其为在此点 不可约 是说，如果它不能表示为在 G . 全纯并 

在此为零的函数的乘积.不失一般性,可设 /(' a ，&) 幸 0,于是可以建立函数/在点 
a 的魏尔斯特拉斯多项式 P . 如果/在点 a 可约，则对其分解中的每个因子可以应 

用魏尔斯特拉斯 定理; 我们得到 P 是这些魏尔斯特拉斯多项式的乘积，即是可约的. 
反之，如果 P 可约，则它可分解为在点 a 为零的多项式的乘积（这由魏尔斯特拉斯 
多项式的系数的性质得出 P ( a \ z n ) = ( z n 

由所指出的这些事实也得到论断说,每个在点 a G C n 全纯并在该点取0的每 
个函数/ _ 0 可以唯一地（可以相差一个全纯的非零因子）分解为在该点不可约的 
因子的乘积： 


产)， 从而/在这点可约 


— a 


/ = /r---/r 


(14) 


(参照分解⑻) • 

最后我们给出魏尔斯特拉斯除法定理的一个推论,它表达了不可约函数的一个 


重要性质 


定理 4. 设函数 f 在点 a G C n 为全纯，取零值且不可约，而函数 g 在 a . 的邻 
域中全纯,并在/ = 0 的地方等于 0 .于是 0 被/除尽，其意思是说，在 a 的邻域中 


(15) 


g — fh, 


其中 h 为全纯函数 


证明.不失一般性，我们假定 f ( f a , z n ) 关0,并以 P 表示/在点 a 的魏尔斯特 
拉斯多 项式； 设其次数为 fc . 因为它不可约，故其判别式 △ _ 0,从而在 a 的某个邻 

域存在点#使 △('#) 笋 0 ,但 f { z °) =-- 0 ,因而 P { z °) = 0 . 由定理 2 知，函数 0 在该 

邻域中可表示为 


(16) 


g = Pip + 

其中 Q e 少 a ， deg Q < k ， 而 cp 为全纯函数.将上面找到的点¥代入其中，则在 S 

的这个值下多项式 P 具有 A ： 个不同的根; 4 . 然而由定理的条件，在点函数 
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夕二0,而根据 （16) 知、在这些点上 Q = 0. 因此次数小于 fc 的多项式 Q 具有 fc 个不 

同的根，从而 Q 三0.故9 = /^，这等价于 （15) .口 


24. 解析集的性质 


定义 1. 在区域 DCC - 中的 解析集 4定义成局部为有限个全纯函数的公共 
零点的集合.换句话说,对任意点 aeD 存在邻域 UCD 以及函数 G & { U ) 的有 

限组使得 


fk { z ) = 0} 

D 中解析集的特殊的平凡情形就是 D 本身，这时所有的&三 0. 如果解析集 
A + D 、 则在邻域 U CD \ A 中可以选取不相容的方程组作为 {/ m 二 0}. 这些集合 
的最简单的性质可表达为 


Af]U = {zeU: h(z) 


( 1 ) 


定理 1. 区域 D 中的解析集 A ^ D 是个闭的，在 D 中无处稠的，并且不分离 
这个区域的集合. 


证明. 设 a e D 为序列^的极 限点； 并设在邻域 C 7 3 a 中，集合 Af]U 
中由公式⑴定义.由于函数在点 a e 4的连续性知第一个论断成立. 

如果 A 在 D 中有内点，则其开核£非空.然而因为集合£；的任一极限点 

z ° e D , 由 A 的闭性和全纯函数的唯一性知其属于 E , 故 E 闭于从再由 D 的连 
通性知 E = D , 从而与定理条件矛盾.第二个论断得证. 

关于最后一个论断的证明只需要证明每个点 ae A 具有连通的邻域使得 i 7 \ A 
连通.设 a e A 为任意一个点， U C D 为其一个凸邻域，/和^为 C 7 \ A 中任意点. 
以 G = {C G C : + (1 - C)d G C /} 记连接#和/的复直线与 C 7 的交集，这是平 

面中的一个凸区域.在邻域?7中定义 A 的函数里存在这样的函数使得 

9/AQ 二 f^(C z ° + (1 — C) 之工）关 0 ， 

从而集合 F - {C G C ： C - 0 + (1 - 0- 1 ^ ^4} 为离散的. 因此集合 G\H 为连通,而 
因为它包含了点 Co = 0和 G = 1，故存在道路 丫 .1 — G \ H 、 它连接了 Co 和 C 1; 于 

是函数 ⑷ 定义了连接 /和/ 的在?7\4中的道路 .口 

如果函数 （1) 在某个邻域 U 3 a 中可以这样选取使得雅可比矩阵 

等于 A :， 则称 a 为集合 A 的正则点，而数 
dim a ^4. 集合 A 的正则点的集合以 ^4 G 表示，而 A \ A G 中的点被称做 A 的临界点. 

0}，即由三个超平 = 0} 组 
的雅可比矩阵具形式▽/ = (^3,^2). 除了在复直线 

h = H 2 f ] H s j 2 = H^HsJs = 历 fji / 2 上 ▽/ = 0 外，它的秩在益处处为1•因 
此， A 的临界点等于并厶 二 G U 〖 2 U 〖3,而正则点集 A 0 — A \ L , 


dfu 


的秩 


dz 


k 二 m 为 A 在点 a 为复 维数， 并记为 


n 




例题. 对于集合 A = he C 3 

成，函数/(4 


Z\Z2Z^ — 


~ Z 1 


121 


會 


定理 2. 解析集 A 的正则点集合是 A 中的开集，而它的连通分支是复流 


形 


证明 . 的开性是显然的，这是因为如果在邻域 C 7 中，集合4由方程组 （1) 
给出且 aeU 为正则点，那么矩阵 f 有一个 k 阶子式在《不 为零； 从而这个子式 
在 a 的一个邻域中不为零，这表明， A 中在此邻域中的点也是正则的.设这个子式为 

k ). 由隐函数定理（参看第 


(語) ，其* 

9目)，在《的邻域中 A 由方程组 


,n (in 


k, v — m + 1， • 


det 


" =1， 


n — 




• _ 




( 2 ) 


~ pi / (之1， • . • ，之7?1)， 




给出，其中如为全纯函数. 

因此在这个邻域中集合 A 被作为全纯函数的图像给出,从而是维数为 
的复流形.于是,对于的包含 a 的连通分支的论断也同样成立 .口 


n — k 


m = 


现转到 A 的临界点的集合二这时我们注意到，它属于不同于4自 
身的一个解析子集. 事 实上,设 a 是 A 的一个临界点， fc 为那样的最大整数，使得在 
a 的邻域 C / 中存在全纯函数 A ，…， A , 它们在4上为零并且矩阵 /' 有个 fc 阶子式 
D 在 (7 上不恒为 0. 设 I 为 U 中一个点集，它的每个点都满足 /i 
而且这个子式 D 不等于 0. 对于在 Af ] U 上为零的任意函数/ 6 ^( C /), 其微分 df 
是 dj \ ，…， dfk 的线性组合，因为如若不然，可将/添加到这些中，从而就不是 
最大的那个数了，这表明在 Z 上办 = 0 . 

由此得知，在点 Z°e A 的邻域中集合2与4相等，并且这样的点是 A 的正则 

点.于是 A c f]U 的点应该属于集合 b e Af\U : D ( z ) = 0}, 从而证明了我们的断 
言.在这里我们不再引进更加复杂的讨论，尽管这些讨论会得出更强的结果 .U 


= fk = 0, 


定理 3. 解析集 A 的临界点集合是个不同于 A 的解析集 


注.在临界点的邻域中，解析集甚至可能不是个拓扑流形.例如，考虑解析集 

A = 其雅可比矩阵为（勿， q ， - 2 z 3 ) ^ 0,于是它的维数为2, W 0 G C 3 

是其临界点.如果在0的邻域中该集合为流形，那么 A \{0 } 就会局部地同胚于去 

掉一个点的实四维球，即 A \{0} 为单连通集合.映射 9 : ( Ci , C 2 )-> ( Ci 2 , Cl , CiC2 ) 把 
C 2 \{0} 确定为 A \{0) 的二叶覆叠,并由第 20 目的单值性定理知 A \{0} 不可能是 

单连通的. 


若像定理1的证明那样进行，则可由定理3中推导出，为闭集并在 A 中无处 
稠（最后的这个论断已在所证过的这个定理的部分得到).但是像在本目定理1后面 


W 参看丘尔卡 (E_ M. Cliirka) Kom n jiokchm e 

有英译本 ： Complex analytic sets 、Kluwer Academic, Nor well, MA ， 1989. 


M.: Hayna, 1985 
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的例题中看到的,#可能分离 A 关于这点的详情可参看后面的内容. 

由定理2看出，解析集在它的正则点上，前面所规定的维数概念与复流形的维 
数的几何定义一致.因为正则点的集合在4处处稠密，故而对任意点 aeA ^ 
以按定义令 


(3) 


dim a ^4 = lim dim z ^4; 

z — >a 


我们称数 dim A = sup dim a A 为集合 A 的维数;称数 n - dim 为的余维 • 如果 


dim a yl = m 对所有的 a 成立,则称集合 A 为纯 m 维的 


1) 的解析集 Acc n 被称做一个复超曲面，而维数1的 
集合被称做复曲线.没有临界点 （# = 0) 的解析集是复流形的（局部有限个） 并; 有 
时 也称这样的集合为光 滑的. 

可以证明对于 A :,0 (k ( 

析集（也可能为空集)，并显然是纯 fc 维的.因此,每个解析集可表示为有限个解析集 


余维为1 (dim A 


n — 




{a e A : dim a ^4 = k } 是个解 


dim A , 集合 A 


m = 


⑻- 


的并 ： yj A ^ k y t 其中每一个都是纯维的，于是 dim a (^ \ A 0 ) < dim a ^4, 因而纯 n 

维解析集临界点集的维数严格地小于 m . 

因为定理3可应用于解析集故而我们得到了解析集为复流形的分解 

4， n ( A \ |J 分解为维数严格下降的流形则更为方便： 


災= A °( m )^ A \ K - i)U * • * (m = dim A ). 

称这样的分解为解析集的一个分层，而称它的每个因子为相应维数的层. 


⑷ 


例题 （1). 对于定理1后面的例题中的集合 A = {ze C 3 
^ A ° {2) = A \ L , 一维层为 IA {◦}，而零维的是点 {0}. 

定义 2. 称解析集4在区域 D 中为不 可约的 是说,如果它不能表示为除了它 
本身之外的 D 中解析集的并.称集合4在点 aeA 不可约是说，如果在这点的足 
够小的邻域[/中集合 AHU 为不可约 • 


Z1Z2Z3 — 


例题 


0} 在 C 3 中可约，这是因为它被分解为两个集 

A \ — { ziZ2 — Z3 = 0} 和义2 = {^1^2 4- Zs ~ 0). 它在交集 A \ Pl A2 的所有点也是可 

约的，这个交集为直线 （4,0,0) 和 (0, z 2 j 0); 而在其他点它是不可约的 • 

(3) 集合 { zxZ2 — z \ — 0} 在点 z = 0 为不可约，但在所有点 （ ai ，0,0)， czi 笋0 

为可约（它可表示为集合 { Jz { z 2 土 z 3 = 0} 的并,其中的/瓦表示平方根分支中的 




— Z 


1心2 


卜) 


0} 在所有点都不可约（包括在临界点 2 = 0) 


(4) 集合 { z ± z 2 


_ 

一 厶 
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§8 


解析集的不可约概念与在第 23 目我们所考虑的函数的不可约概念有关.设函数 
/在点 a G P 全纯，并在此点不 可约； 我们将证明因此而有解析集 A = { f ( z ) - 0} 

在点 a 为不可约.事实上，设若相反，在此点的邻域中 A = 其中 A 和 

A 2 为不同于 A 的复超曲面，从而互不相同.于是存在函数 A 和/ 2 ,它们在点 a 全 
纯，并使得 / iU 1 = 0,/ xU , ^ 0,且相类似地/ 2 
{/ l/2 = 0} 上为零，并由魏尔斯特拉斯除法定理（参看第 2 3目）有 / i/ 2 = /?,/，其中 
h 为在 a 全纯的 函数； 于是/可约，与假设相反.这个论断的逆论断却不成立：设 
/ 2 为在点 a 的不可约函数的平方，从而在这点为可约，但是集合 A 二{尸二 0} 与 
{/ = 0} 重合,并且根据上述的讨论它在点 a 为不可约. 

在第23目我们曾证明，任意在点 a 全纯并在此为0的函数可以分解为不可约 
因子的乘积.于是，根据前面所进行过的讨论得出，在它的任意点的邻域中任何一个 
复超曲面都可以表示为在这点的不可约超曲面的并. 

进一步地，复超曲面4在区域 D 不可约当且仅当它的正则点的集合为连 


0 J 2 \ Al ^0 . 函数/在集合 


通.事实上，设 A 为可约且分解为 D 中解析集的并 AU 如.交集的所有 
点都是临界点（在它们的邻域中， A 不是个流形)，从而临界点的集合包含了这个 
交集从而分离了， （去掉 Al f ] A 2 不可能从 A 到达 A 2 ). 反之，设不连通并分 
裂为连通的超曲面馬的并；我们将证明闭 包不为 D 中的复超曲面即 A = A ° ^ 
Aj 的并，从而可约. 


中这个集合便由方 


D 属 于不； 因为不 C 在某个邻域 C 7 

程/ ㈤ 二0定义，其中/ G 零). 不失一般性可设 a 二 
而可将/换成它在0的魏尔斯特拉斯多项式 P ( f z , z n ). 不失一般性，又可设 P 在 
0 不可约，这是因为，不然的话， P 可以用它的对应于这个分支的不可约因子. 
那么在 '0 的某个邻域 V 中这个多项式的判别式△幸0 (见第23目)，从而集合 


设点 


a G 


0 ,并且 f (% z n ) 关0,从 


F ： A ( f z ) = 0} 是' V 中的一个复超平面. 

对于^ \ E , 方程 P { f z , z n ) = 0的所有根都是 单根； 我们以 z ^\ z ) (yu 

1 ，…為)记它们中那些使的根，并且构造多项式 


E = { 


k J 


j + 。 1(» -1 + 


Pj( z )= n ( zn —者 


+ c kj (! z ) 


因为 ^ fcz ， zt ))_0 , 故由第 9 目的隐函数定理，根 




在乂的充分小邻域中全 


纯，并且它们显然可以沿中的任意道路进行解析延拓.但是在环绕某个闭道 

路一周时这个有限值可能不与初始的值不同而变到另一个根的值.这样的置换并不 

改变这些根的对称函数的值，故而后者仍然是个单值函数，从而在 f V\E 中全纯.那 
么，多项式 ft 的系数，因为可以通过它的根的对称函数初等地表达，便是在 f V\E 

中全纯. 


另外，可清楚看出，根 zH 从而巧的系数当 'z 


E 时保持有界.因为£是解 
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析集，故由下一章我们将证明的定理（参看第32目的定理 3) 知道这些系数可全纯 
延拓到整个邻域 V . 因为集合 * 连通，则在所描述的解析延拓下得到了它的所有 
点，并且 pj ( z ) = 0是在 V 的处处成立的方程.于是集合^^的解析性得证,从 
而整个论断得证. 

这个论断不仅对超曲面成立而且对任意维的集合也成立. 

定理 4. 区域 D 中的解析集 A 不可约当且仅当其正则点集连通,从而 A G 
在 D 中的闭连通分支是不可约的解析集. 


但这个一般情形的证明是复杂的,我们不想进行这个证明 1 由这个定理得到 


定理 5. 在区域 D 中的任意解析集 A 可表示为在这个区域的不可约解析集的 


并集 


要证明它只需考虑 A 的正则点集的连通分支并取其闭包即可：它们是 A 的不 


可约分支 


* 证明，集合 Z = {z G C 2 : g 4 4 = 0} 不可约，但在点0为可约.（提 示： A 为 C 

在 c H ( C 2 — 1， C ( C 2 — 1)) 下的像)；，的原像连通而 （ Af | ⑺。 不连通，其中以= {| zi | < 1, 
\z 2 \ < 1 }. * 


最后，我们要给出两个定理，它们可以看作是单变函数的唯一性定理的推广. 


定理 6 . 如果区域 Dec - 中解析集 A 为零维，即不具有除点以外的连通分 
支，则它不可能存在 D 内部的极限点. 


证明.我们将对 n 进行归纳证明.对 n = 1，因为它就等同于单变函数的唯一 
性定理，故断言成立.假设它对于 C 71 - 1 中集合成立但对 C 7 1 中的集合不成立.于是 

^ DcC n 中存在集合 A 其满足定理中的条件却具有在 D 中的极限点 aeD , ^ 
在 a 的某个邻域中集合4由方程 


⑸ 


•/l( 之） =…= fm(z) = 0 


给出.因为它是零维的，故当 n > 1时 m > 1. 除此而外， A 不可能包含直线 'z a , 

故不可能所有的函数都有 fj (\ z n ) 三0 :设 fj (\ z n ) 关0,其中 j = 1，…， Z 而当 

时 fjC ^ Zrn ) 三0.将 （5) 换作等价于它的方程组 9j ( z ) = 0 7 其中当 

j = 1，… • ，/时 Qj = fj , 而当 j > I 时仍 = /j + / i , 我们于是得到 gji ' a . Zn ) ^ 0对所 

有的 j 都成立.在这之后就可以应用预备定理并以魏尔斯特拉斯多项式的方程来局 

部给出儿 


/ + 1， 


3 


，m 






⑹ 


P \(^ z n )= 


= ^n) ~ 0 


_ ■ 


U 参看本目前一个脚注提到的丘尔卡的书中的 48 页 
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§8 


不失一般性可设 4 包含了点的序列 （ 

考虑多项式 P m 与复系数的线性组合 XlPl 4- \ m - lPm - l 的结式.这是个 

变量为系数在 k 的邻域中全纯的多项式，按通常的写法其形式为 


)，其中的 (^-1,2,...) 全不相同 


R{ ： z,X)=Y j Q k { ； z)\\ 


⑺ 


keK 


其中 K 为多重指标 fc 二 ( ki ， • •. ， k m 一 1 ) 的某个集合.如果对固定的 S 存在点(^, z n ) 
使得所有 A 在这个点等于0,于是在那些点对所有的 A G C 77 ^ 1 有 R { f z , X ) = 0.反 

之，如果对某个\对所有 A e C m - 1 结式= 0,则存在所有多项式 Pjdz . zn ) 
的公共的对&的根（事实上，如果对多项式的每个根#>存在一个巧使 

得 PjHz , 4 M) ) # 0,则和线性组合 Ai A +…+ Xm-lPm-l 对某个 A 没有公共根, 
从而在这些 A 有 R { f z , X )^0). 

因此， A 在空间 c - 1 的投影在靠近点 ' a 的地方，对所有 A G c - 1 由条件 
R ( f z y X )^0 描述，它等价于 Q k { f z ) = 0,其中 /c G 仫即是个解析集.这个集合满足 
定理的条件并以 ' a 为其极限点.我们引出了与归纳假定的矛盾 .口 


定理 7. 在区域 Dec - 中的解析集或者具有可以任意靠近边界 ao 的点，或 
者由有限个点组成. 


证明. 我们需要证明，区域 D 中的任意解析集4如果在 D 中为紧，那么它是 
个有限点集.集合 A 为属于某个多圆盘 C / n 二{||刈< i ?} 中的 紧集； 我们还是用对 
n 的归纳来证明这个有限性.对于 

论断对维数 


1，由唯一性定理得到了论断，从而我们假定 


1为真. 


71 一 


， z 表示 C 到 C ^- 1 的 投射； 设 M 和¥为 ' A 中任意点.集 

合4中只有有限个点其像为'/，理由是 Af]{ f 
从而为有限.以夕= [ f zD 记这些点，并且取它们的不相交的邻域％，其中的每 
个都投射成邻域 '[/ 3 这些邻域可取为如此之小，使得它们中每一个都有 


以 


7T ： Z ^ 


} 是复直线上的紧解析集合, 


⑻ 


= /m ⑷= 0 }， 


Af ]^ = { zeU r . h ( z ) 


其中所有的 / M e ^). 

因为 A 不包含直线 4 
用魏尔斯特拉斯多项式的方程组 （6) 来描述 Af ] Uj , 从而确信投影 7 T (4 n %)为 w 
中的解析集. 1〉 整个集合4在 W 中的投影是对不同 j 的 tt ( A 门％)的有限并集，从 

而其自身也是解析集.我们已证明了 M 

出 M @ 于是按归纳假定 ' A 为有限.于是 A 便为有限集合 .口 

1 的情形显然有 7 T ( Af )%) = W 为余维 0 的解析簇 


， 故重复在前一个定理的证明中进行的讨论，我们能 


( A ) 为解析集，而由于由条件 A 


^在此我们假定了 m 〉 l ; 在 


m 二 


■ 
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25. 局部结构 


由余维为1解析集的最简单的情形即复超曲面着手.这种集合局部地作为全 
纯函数的零点集合，另外在那些在点 a 的某邻域中给出集合4的函数中可以挑出 

一个4在点 a 的定义函数.这是那样的在邻域 U 3 a 中的全纯函数，它满足 1) 

{z e C 7 : / ㈡ = 0} 和 2) 任何在 A 为0的函数$ € & { U ) 均被/ 除尽. 

局部定义函数的存在性容易得到证明.设/为某个在点 a 全纯的函数，它在邻 

域 [/ 中给出了 A 将/分解为第23目的乘积（14)，在这个乘积中我们从每组相等 

的因子中选取在 a 的一个不可约因子，并由它们构造一个函数/= △•••//. 显然， 

方程 /( z ) = 0在邻域 C / 中给出了同一个集合 A , 而由第23目的定理4 $任意在点 

a 为全纯并在 A 为零的函数^必被每个不可约的因子除尽，从而被/除尽.因 

此，/是4在点 a 的定义函数.同样由第23目的定理4也 得出： 定义函数在差一个 

不为零的全纯因子下唯一确定. 

由魏尔斯特拉斯预备定理可以清楚了解复超曲面的局部结构.不失一般性假定 

在点 aG A 的邻域 J 7 中这个集合由定义函数/给出，使得 f { f z , z n )^0, 几何上这 

意味着 A 不含有复直线 { 

魏尔斯特拉斯多项式，另外因为/是定义函数，故所有的不可约因子互不相同.由第 
23目定理3,这个多项式的判别式 △ 在邻域 C / 的投影 W 中不恒等于0,因此,集合 


}. 根据预备定理，函数/可以将其换作在点 a 的 


E = { 




设 fc = deg P > 1，于是对任意点 'z € ' C /\ E 方程 P ( f z , z n ) = 0有 fc 个不同 

的解 4( f z ), 而且所有这些解在不包含五中点 i 的邻域中保持不同和连续（甚至全 
纯).因此，在我们的假设下集合 A 是 W \ £上的 fc 叶覆叠.当4趋向于£时根 
z ^ z ) 中一些会合在 一起， 使得 tt ~ 1 ( E ) 作为投射 ir : Af \ U -^ f U 的分歧点集，而这 
个投射，如所说的那样，是 W 上的分歧覆叠.如果 fc = deg P = 1,则判别集合 E 为 

〜 在 '[/ 上的图像，即一个复流形. 


空，而 Af ] U 为全纯函数 

这个分析指出，在上超曲面 A ^ U 点是正则的，所以判别集合包含 
了 A ^ U 的所有临界点的投影.但是 E 可能还包含了其他的点：例如，对于集合 
A^izeC^.zl-z^ 0}, 原点为正则点，而它的投影 zi -0 与判别集合五相等 
(当;^ = 0时方程 zl - z ^ O 具有重根). 


在余维2的解析集 ACC " 的情形容易得到类似的结果，这时在邻域 C / 3 a ， 它 


局部地由方程/⑷二火 z ) 二0 给出，其中两个函数/和0都是相应超曲面的定义函 
数.选择轴〜的方向使得关0 和 g ( f a , z n ) ^ 0,则可替换这些函数为其在 
点 a 的魏尔斯特拉斯多项式 P 和 Q . 于是像在第24目所证明的那样,集合4在邻 

域 ， [/ C C 


中的投影 M = M A ) 由方程 R i ! z ) = 0 定义，其中只为多项式 p 和 

Q 的结式，且 i? 关 0, 因为此时有 codim A = 1. 于是是在 'C/ 中的超曲面，而且 

由前面所述可以选取轴 
覆叠.然而因此投射 tt ：： 


71 _ 1 


的方向使得投射 m : ' Afyc / — c c n ~ 2 是个分歧 

n 1 : AC\U ^ n U 是个分歧覆叠. 


^ 71—1 






127 


在一般情形中，称在区域 DcC n 中的解析集4是在区域 GcC m 的一 个分歧 

覆叠（图 2 6)是说，如果存在那样的解析集 ECG (不等于 G )， 使得投射 tt : C 
把 4映到 G 是 逆紧的 ' 而 w 在 A \ tt ~ 1 ( E ) 上的限制是在 G \ E 上的有限重覆叠 
(由此可知 dim A = m ). 于是在一般情形成立 


C 


定理 1. 任意解析集4 C C n , 在它的每个点 a 的充分小的邻域 [/ 中，都是在 
到某个子空间 C m C C n 中 a 的投影点的一个邻域上的分歧覆叠,其中 m 二 dim A 


这个定理的证明相当复杂，我们将不予证明（参看第24目定理3前面脚注中提 

到的丘尔卡的书). 

注. 在一般情形的定理1的证明的困难之一在于，区域 D 中的解析集4在 

1 时，甚至局部地，也不总是由 m 个方程给出的.例如，考虑在具坐标 
( zuz 2) z 3 , w u w 2 , w 3 ) 的空间 C 6 中的锥面 C , 它在坐标原点的邻域中由方程组 


余维 


( 1 ) 


Z X W 2 = ^2^1, = ZsWx, Z 2 W 3 = Z 3 w 2 


定义.在 c 的点中的那些没有一个坐标为零的点上，这些方程中的一个是另外两个 

的推论，即在那里 codim C 二2,并且因为这样的点集在 C 中稠密，由第24目关于维 
数的定义知道处处有 codim C 二 2. 然而在 C 上满足々 
或者 Z3 = ^3 = 0) 的点中，这些方程中的两个为平凡而第三个不是，因此不能去掉 
这些方程中的任一个 .（ C 不能由两个方程给出的严格证明十分复杂 .） 

显然可见，这样的情形只能出现在集合的临界点的邻域中：在正则点的邻域中 
余维为 fc 的集合局部地可由 fc 个方程给出. 


= — 0 (或者22 


= 0 


= W2 


关于解析集4在其临界点 a 的邻域中的进一层的表示可由在此点 的切锥 C a ( A ) 
给出.这个被称做切锥的是那 些向量 的集合，它是序列的极限，其中 W 为连 

称映射 / : D — G 为 逆紧的 是说，如果对任意的紧子集 K 运 G, 其逆像 f—HK) 为 D 中的紧 


子集 
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接 a 和点 e A \ { a } 的向量，而\为复数，其中 W 

00 ). 换句话说， C a ⑷由“割线” W W 

果 a 是 A 的正则点，则 C a ( A ) 与切空间 T a ( A ) 相同. 显然 ,如果 i ； e C a ( A) y 则对任 
意 G C 有 At ; e C a ( A ), 故而 C a ( A ) 由复直线构成，就是说，实际上是个顶点在 a 


(从而，如果# 0则 
1 的极限位置 组成； 如 


当 z j 


Xo 


-^ 


的锥 


对于复的超平面,切锥的方程立刻可以写出: 


的齐 


定理 2. 设在点 a 的邻域中定义了复超曲面 A 的函数/被分解为 
次多项式的级数 


z — a 


fi z ) = ^2 P ^( Z - a ) 


( 2 ) 


于是切锥 C a ( A ) 的方程为 


(3) 


Pi(z - a ) = 0, 

其中巧为展式 （2) 中最低的次的不为零的多项式 


证明. 不失一般性，设 a 二 0. 由⑵并利用 K 为^次齐次多项式及点夕 G 


我们得到 


P l+ 1 (XjZ J ) + 


0 = f ( z 3 ) = + 


i+i 


A " 


于是，因为对任意 = lim A / G C a ( A )\{ a }, 其中有 \ — 00 , 则我们最终在极限 

j—>oo 

状态有 Pi ( v ) = 0. 

反之，设 Pi { v ) - o . 选取坐标使得？;二 K , o ), 其中 

I 

Pl ( v \0) 二0,故 Pi { v \ z n ) = [ 如 其中 777 彡 l , qmW ) 7 ^ 从而对于固定？/ 

v=m 

及 knl < 1有 


); 因为 


， ^n-1 


i ^ ii z ^ 


\ Pl { v \ z n )\ 彡 


之 n 


Qm 


v=m-\-l 


彡 a \ z n \ m > a \ z n \\ 

0 为某个常数.另一方面，如果令 gi ( z )= V ： P v { z ), 则对任意 A G C 和 


(4) 


其中 


a > 


iy=/+i 


kn | < 1 有 


\ gi { Xv \\ z n )\ = X ^ P v { v \ z n ) 


i+1 


(5) 


^ b\x 


iy=i + l 


我们把对最后一个变量的鲁歇 （ RoucM ) 定理应用于函数/ =乃+仍，其中的其 
余变量固定:我们取圆 {\ z n \= r }, 其中^ = 2 fc | A |/ a ; 在其上，根据⑷和 （5) 有 

, Xz n )\ ^ a \\ z n \ l = 26| A | i+1 > |仍 ( At /， h n )|， 
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因此 f ( Xv \ Xz n ) 在圆盘 {\ z n \< r } 至少有一个零点（我们有 Pi { Xv f ,0) = 0). 我们现 
在选取序列 — 0并利用我们刚刚证明过的构造序列;4 G {\ z n \ l < 26| A ,|/ a } 和 

收敛于0 的点序;= {\ jv \ Xjzl ) 6 A , 使得 A 

eC 0 ( A ). □ 


-1 


— { v \ z 3 n ) (^ jO ) = v . 这表明 




3 


V 


对于高余维的情形,情况并非如此：例如，对于曲线 {2 e C 3 ： Z ! + z | = 0^1 -f 

zi 二 o } 在点 ^ 二 o 的切锥是直线 
却给出了超平面二 0 }. 在一般情形容易证明（像在定理2中那样),解析集4的 
切锥 C a ( A ) 属于包含4的任意一个超曲面在点 a 的切锥.事实上， C a ( A ) 是所有切 
锥 C a ( S ) 的交,其中 S D A 为所有复超曲面（参看前面多次提到过的丘尔卡的书的 
第68页). 


0 }, 与此同时，令最低次项为零的方程 


—Z2 — 


那么，如果在点 a 的邻域，解析集 A 由方程 


⑹ 


fk ( z ) = 0 


/ i (^) 




• _ 


给出，则切锥 C a ( A ) 只属于那些由乃展开式中次数最小的不为零的项所描述，这是 


的齐次多项式: 


一组 


z — a 


PiAz-a) 


Pi \( z - a ) 

如果 （7) 定义了一个维数等于 dim a A 

C a { A ) (参看前面提到的丘尔卡的书). 

我们还发现，切锥 C a ( A ) 在点 a 的邻域中能很好地逼近于 A 例如，在 A 和 

的交与球面 

不难从切锥的定义得到 


⑺ 


0 








警 ■參 


的集合，则这个方程组的确描述了 


m 


} 的距离当 r — 0时是个 0( r ) 这种意义下的逼近.这个性质 


z — a 


§9. 纤维丛与层 


在本章最后部分我们还要描述在分析中有重要作用的两个几何概念. 

26. 纤维丛的概念 

这个概念是覆叠概念的推广，这里替代离散空间 E (见第20目中的定义）的是 
去考虑任意的拓扑空间. 


定义 1 . 考虑由三个拓扑空间构成的一组对象： X (丛空间)， Af (底) ， E ( 纤 
维空间)，以及连续映射 7 T : X M (投射).称这一组对象为纤维丛是说，如果对每 
点 P e M 存在邻域 C / 及同胚 /I : TT - 1 ^) ^ UxE , 使得图27为交换，即对任意 

( C /) 有 


X G 7T 


( 1 ) 


h ( x ) 7 r ( x ), 


D 总是设为豪斯多夫的，并具可数的开集基 
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其中 7 T f : U X E — U 为通常的投射 ( TT ^ p . e ) = p ). 常常为简单起见，我们就称空间 
X 本身为纤维丛 


称原像 7 T - l ( p )=： E p 为纤维丛的纤维（或 茎)； （在固定 p 的）映射 h 
建立了 E p 与 E 的同胚.图表的交换性意味着 h 
它保持了纤维到纤维（参看图27以及在第20目中的讨论).除此之外，由我们的定 
义知道，丛 X 是局部平凡的：在邻域 (7 的范围内（准确到一个同胚）它被构造成一 
个乘积 [/ x £：;但在整体上，纤维丛不必是平凡的，即不必同胚于乘积 Af x £• 


([/) — C / xE 是按纤维的，即 


(冲) 


图 27 


M 在区域 D C A / 上的一个截影是一个连续映射 


定义 2 . 纤维丛 7 T : X 

D — X ,使得在 D 上有 


( 2 ) 


s ( p ) = V 

截影局部地总存在：取邻域?7,使在其上纤维丛 X 为平凡.固定一个元 eeE , 
对每一个点 peU 我们给出元 S £ ( p ) = h -' p ，). 因为 
对所有 peU 成立，故映射 — X 是 X 在 [/ 上的截影.我们将从例题中看到， 
整体的截影 s : M X 对任意纤维丛并不总存在. 


7T 


h ( s e { p )) = V 


( p ) ~ 


7 T o s 


例题 . 

(1) 二维球面 S 2 的长度为1的切向量的集合构成一个以炉为底的纤维丛，其 
纤维为圆（即在点 pes 2 的切向量的终点).投射 7 T 建立了圆上每个点到该圆中心 P 
的对应.这个丛的截影是个单位切向量的向 量场， 即一个连续函数，它对区域 DCS 2 
中每点给定某个单位向量.它们在不同于#本身的球面区域上存在，但是在整个球 
面上光滑的截影却不存在，这是一个著名的定理（按该定理，不可能光滑地把刺猬梳 


平) 


(2) 默比乌斯 （ M6bhis) 带 X 是一个矩形，它的两条相对的边经过扭转后相叠 
合（图 28). 这是个纤维丛,其底是圆 S 1 (它是该矩形的中线，其两端点粘合一起),而 
纤维为线段，譬如说，/ = [-1, 1 ]. 投射 w 建立了线段 pxl 中每点 x 到这线段中点 
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V 的对应.这个纤维丛的整体截影是连续函数 S : -> X . 这个纤维丛不是平凡的 

它不同胚于圆柱 S 1 x 人 


图 28 


(3) 复射影空间 CIT 可以看成是纤维丛 7T : cf 1 — or 的底 空间; 投射 7T 把点 
G Q +1 = C n +1 \{0} 对应到等价类 ㈤ ,其关系是 〆 


，为〆 = Xz”, 其中 A G C*. 

这个纤维丛的纤维为集合 7T- 1 (问）= {Az }, 其中2为类 ㈤中任一代表元，而 A 取遍 
c*； 这个集合同胚于 c# (去掉一点的复直线).在 区域％ = g cir；^-^o} 这个 
or 的标准覆盖中的一个开集上，此纤维丛为平凡:同胚于 c " x c *, 但整 

体上它不是平凡的. 


正如在第1目中所说过的，替代 c - +1 可取单位球面 s 2 " +1 ; 丛 tt : 5 2n+1 or 
的纤维于是为圆 {| A | = 1} CC *. 


纤维丛的最重要的类是 光滑向量丛， 它由下面附加的条件所刻画： 1) 该类丛的 
底空间 M 是光滑流形，设 dim = m ， 而纤维空间是向量空间 M n ; 2) 丛在 M 的分 
图表的区域 C / a 上为平凡，其中微分同胚 h 
peU a 是个线性空间％ = W 1 ⑼到 R n 上的同构. 

如果 w •• F — M 为向量丛,则对具非空交 C / Q/? ^ U a f ] U p 的分图表 （ C 4，％) 和 
( Up ， ip p ), 除了流形 M 的毗连关系 ^ PaP ^^ Oip - 1 (空间 R m 的区域间的微分同胚) 
外，还有映射 


( C / a ) — C/a X R n 对任意固定的点 


-1 


hctf3 = hp o h a ， 

对于固定的 p G U a ( h 它是空间 R n 的一个同构，即非退化的线性变换（图 29). 对于 
指定的 P e C / aj0 和任意的向量 K %，变换 （3) 可以写为 


(3) 


i 0 = h a p(p)^ a 


(4) 


矩阵.称这样的 


其中 f 二 h a ( v ),$ = h 0 ( v ) 为列向量，而 h a 0 ( p ) 是个非退化 
矩阵为向量丛 F 的转移矩阵， 它们是在交集[/邮上定义的函数矩阵，并且刻画了该 

丛的特性.当 


1时的向量丛被称做 线丛， 这时的转移矩阵的角色成了转 移函数 


n 




h a p , 它是 C / c ^ 上的光滑函数,且不取零值 • 

任一个在 m 维流形 M 上具 n 维纤维的向量丛 V 其自身是一个 

的流形 . V 在区域 U a C M 上的局部坐标可取为其中# = MP ) 而 

- K { v ) (p eU ^ veVp ), 而田比连关系为 M m+n 中区域间的映射 [ ip ‘ h af3 ). 


维 
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■ 


图 29 


向量丛的概念可以不加改变地推广到复流形 M 上，这里的纤维空间自然地被 
认为是 C ". 这时可以作为由全纯函数组成转移矩阵的丛来识别 出全纯纤维丛 的类. 
对于全纯丛除连续和光滑截影外还可考虑全纯截影. 


例题 （4). 我们在第16目曾考虑过 P 3 中不交复直线的族 L e ， 它被复闵可夫斯 

^ io } 的点参数化.这个参数化由彭 


基空间 M c 中四维平面 E = = Zii，^oi = — 

罗斯变换 p ： E -> L e 所实现，使每个点 ZCE 相伴于直线 Z G i E . 


L e 中的直线由点 w 和 v { w ) 决定,其中^为反对合的，并且 
如果放弃最后的这个条件，则它必须由 M e 过渡到它的紧化其中的点由 4 x 2 
矩阵乏代表.在上可定义彭罗斯变换,从而我们过渡到了族的紧化 Lg . 被 
紧化了的族是以复直线为纤维，£为底的丛 1 P 3 , 其中£为平面 E 的紧化.这里 

的投射是彭罗斯变换的逆 
维丛，然而不难在格拉斯曼流形 G (3， l ) 的其他属于分图上描述这个丛.丛~ 

是个全纯线丛. 

27. 切丛和余切丛 

我们已经写出过 C ” 中子流形的（实和复的）切平面方程.但是有一个对任意流 
形的切空间的一般抽象定义是有用的. 

我们首先考虑实流形 M 的情形.固定一个点 pGM 并以多 p 表示在这一点的 
光滑实函数芽的集合（如果 /l 三 /2 在 P 的某个邻域中成立,则称 /l 〜 /2; 芽即是按 
此关系的等价类).我们以/代表线段 [0, 1] C 1 R , 并在以 7(0) = P 为起点的光滑道 

路7 : J M 的集合中引进等价关系 

对所有 fe ^ p 成立； 以7表示按此关系的等价类.可以把它几何地表示为切向量 


+ |^1 i 2 7 ^ 0 


Wo 


在第16目中我们只在 E 的仿射部分上描述这个纤 


V 


表示 


71 〜72 


d 


= "77 /。72(亡) 


dt 


t =0 
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(图30)，更加方便地是把7与它在芽上的作用等同起来，即与芽沿7方向的导数等 
同.所以给出了 


定义 1. 流形 M 在点 p 的切向量是指作用于芽 f e ， p 的泛函^多 p 
其中这个作用规则是，对所有7^7, 


IR , 


d 


⑴ 


^(/) = -rr/°7(0 


dt 


t=o 


Af 在 p 点的所有切向量的集合 T P ( M ) 被称做 il / 在点 p 的 切空间 


可以把空间 T P ( M ) 看成是 R 上的线性空间，其运算是 

(斜 w )( f ) = v ( f ) + w ( f ), Xv ( f ) = v ( Xf ) 


( 2 ) 


(这里的 r ， 以， G T p ( M ) Jg f p ， A g R )， 而任意切向量 t G T P ( M ) 有 

a ) 线性，即 v(af + (5 g ) — av ( f ) + (3 v ( g ), 其中 a ，)0 e R 和 f,g G 为任意； 

b ) 莱布尼茨，即 v ( fg ) = v ( f ) g { p ) + / { p ) v ( g ), 其中 f,g G 为任意 • 

M 在点 P 的邻域中固定一个局部坐标 x = p 下，在空间 T P ( M ) 中可给出一些 

特殊的切向量 


d 


dim M ), 它按规贝 ! J 


(" =1， 


，n 




_ •拳 


dx 


d 


d 


(3) 


⑺二 


dx 


^ p ( p ) 


作用于芽 / e 唇上（像以前那样，我们有 x 二 cp ( p ), 而‘为: r 的坐标) 

{ iy = lr - , n ) 构成线性空间 T P ( M ) 的基 • 


d 


定理 1. 向量 


dx 


证明. a ) 任意向量 t ； er p ( A /) 具有形式 


8 


E 


(4) 


a 


v = 


dx 


v=0 


其中％为某些常数.为了证明它，我们以 PO 替代 P , 并且不悖一般性，假定 C ^( po ) 


0. 
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我们将利用如下论断，即对任意在球 B ^{ xGR n : | a :| < 1} 中的光滑函数 F ， 
存在在 B 中的光滑函数 P ， 使得如⑼二 1^-(0), 并对所有 Z B 有 

OX 


V 


n 


F ( x ) - F (0) = Y ^ x v g t ,( x ) 


⑸ 


事实上，由复合函数微分法则有 


1 


n 


dF { tx ) 


F ( x ) - F (0) 


dt ， 


dx 


o 


0 


V 


dF ( tx ) 


从而可以令 g v { x ) 

将 （5) 用于函数 F ( x ) = / o (^ _1 ( x ), 我们得到 focp '~ l ( x )~ fo ( p ~ 1 (0) = x v g v { x ) 


dt 


dx 


o 


V 


n 


或者 


n 


f ( p ) - f ( Po ) = W ⑼如 0 咖)， 


⑹ 


d 


d 


/ w \0) = —( f ). 根据切向量的性质 a ) 和 b ), 由 （6) 得到 

OX 


其中 ^(0) 




dx 


V 


V 


n 


n 


Hf )- v ( f ( Po )) = 咖")以 0 ) + 51 ◦ w )， 


于是因为切向量在常量的值等于零，故 v ( f ( po )) = 0,并且除此之外，因为 W ( PO ) 二0, 
故所有 ^ pApo ) = 0. 于是 


n 


d 


= X(/) 

v=\ 

对所有 fG ^ p 成立，我们便得到了（4)，其中常数 


⑺ 


= v(cpt/) 


a 


V 


d 


d 


b ) 向量—一 {v = 1，…， n ) 为线性无关.事实上，由 （3) 得出^―(%)=心（克 

cyoo 


dx 


V 


V 


n 


d 


罗内克符号， \X + V 时为0,而 P 时为 1). 故而如果^ 

/ G 成立，则特别地设/ = 〜 时我们得到= 0 (/x = 1, • • • , n ). □ 

推论 . dim T p ( M ) = dim M . 


(/) = 0 对所有 


Cv d ^ 


V 


称 T P ( M ) 的对偶空间 T ；( M ) 为流形 M 在点 p 的佘 切空间 ，即 T P ( M ) 上所有 
线性函数的集合.由 （2) 可清楚地看出，当固定芽/时，扒/)是 I ；的 M - 线性函数. 
称这个函数 


⑻ 


v(f) = df(v) 
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为芽/ G 七的 微分， 余切空间 T ；( M ) 便由这些微分组成.在新的记号下公式 （7) 
可重写为 


8 


d f ( v ) = zl 瓦 r ( f 、 dx 乂 v ), 


⑼ 


由此清楚看出，对于固定局部坐标函数 , k = 1，…， n ) 组成了 T ；( M ) 的基； 因 

为柘 ( 壶） 

现在考虑复 n 维流形 M 的情形.把它考虑成 2 n 维的实流形，并考虑在其 

上的实函数芽，我们可以形式地把基向量变换成它们的线性组合#二 

(j^u oy^ 

于是每个切向量 


5叫， 故这组基对偶于基⑶.显然 ， dim T ；{ M ) - dim T P ( M ) 




d 


d 


d 


d 


d 


1， 




，n 


_ n _ 

9yJ ' &z 


m • 


2 \dx 

V e T p ( M ) 可以表示为形式 


oy 


2 \dx 


d 


d 


( 10 ) 




dz 


dz 


其中所有 (3 u = a v ] T p { M ) 的实维数等于 2 n . 

如果在该 A / 上考虑光滑的复函数的芽/,并对它们仍用同样的公式 （1 ) 来定义 
切向量，则代替 T P ( M ) 我们所得到的是在域 C 上的线性空间 T P ( M ), 它的复维数等 

{v = 1，…， n )， 而在公式 （10 ) 中，和为 


d d 


于 2 n . T P ( M ) 的基为切向量 

任意复数，与 ^( M ) 对偶的空间 T ；( M ) 由在 Tp ( M ) 上的复函数 


dz 口’ dz 


df 


df 


( 11 ) 


dz 


dz v + 




4T \ - 

dz 


dz 


d d 


的对偶. 

在复流形 M 上可自然地考虑全纯函数芽/ €仏;于是这个我们记为 g ( M ) 的 

( u 二 l ，...， n ), 而其对偶空间（由 C - 线性函数组成）的基 


组成，其基 dz v ^ dz v 为基——， 

OZ v OZ 


d 


切空间的基为向量 


dz 


为微分这两个空间的复维数都等于 dimcM 


我们仍回到 M 为 C 71 的实子流形的情形，其维数为 m , 并在点 a 的邻域 U 

C \ U ) 为实函数，且 


个方程％⑷二0 给出，其中 

k (其中 /d = 1, • • • ，/ c , 而 " =1，…， n ). Af 在点 a 的实切 S 间由 


局部地由 k = 2 n - 


e 




4 T\ , 

Q2^ (jZ 

满足 v ( iPa ) = 0 的向量?; G T a ( Af ) 组成; 


rank 




d 


d 


( 12 ) 


= v(ifk) — 0 


咖 1) 


T a ( M )= 


a 




• m 


dz 


dz 
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d 


(导数取在点 a ). 对每个 V G T a ( M ) 我们指定一个向量 w =乙 
2 Re u (^) 对任意实函数 p 成立，如果容忍滥用符号，我们则理解实切空间为 


使得 r ⑹ 


a 




d 


E 


: Re uf ^ pi ) 


Ta ( M ) 


Re 从〔仰） = 0 


(13) 


a = 




dz v 


称向量 u G T a ( M ) 为复切向量是说，如果向量 h G T a ( M ): 在这种情形下同时 
有 Re = 0和 Re = 0,即 = 0 ,ji = 1，…， k . 这些向量的集合 


8 






二 o 


(14) 


a 


d 




M 在点 a 复切空间. 

特别地，对于实超曲面&它局部地由方程 二 0给出，其中 w G C ^ U ) 并且 
(为了确定起见)0,那么空间 T a c (5) 的基为向量 


曰 


dip I d dcp I d 
dz n la dz v dz v la dz n 


(15) 


1 ， 


n — 1 • 


V 


V — 


• 畚暑 




事实上，显然= 0,同时这些向量为 C - 线性无关，它们的个数等于 T a c ( S ) 的 
复维数. 


迄今为止，我们考虑了流形 A / 在固定点的切空间和余切空间.现在我们转向纤 
维丛，并且为了确定起见，局限于实流形. 


定义 2. 流形 Af 的切丛是一个向量丛，它的空间是对所有点 p G A / 的切空间 


的不交并 


r ( M 卜 U T P ( M ), 

peM 

投射 7 T : T ( M ) -> M 把每个切向量 r G T P ( M ) 带到它的切点 p ， 而其转移矩阵我们 
现定义如下： 

如果对于 M 的总图表 {( U ai x a )} y 我们选取切向量 
dim M ), 作为纤维 T p ( M ) yP GU a 的基，于是在交集有 


(16) 


8 


(1/ = 1，.. 


， n，n = 


dx 


d 






p = l. 


，71 


m m • 


dx^ ’ 


dx 


/Ji=\ 


或者用矩阵记号为 


d 


o 


( 17 ) 




dx 
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d 


d 


d 


d 


其中 


, 类似地， ^ 为列向量 （ f 代表转置)，而 二 


^ dx 


dx a 


dx 


a 


为坐标变换 X 


p 的雅可比矩阵.矩阵还是一切丛 T ( M ) 的转移矩 


dx 


阵 


称在区域 D C M 上切丛 T ( M ) 的截影为一个向 量场; 这是一个连续函数，它把 
每个点 peD 对应到某个切向量 K T P ( M ). 

完全相似地，可以定义 佘切丛 它的在对偶基下的转移矩阵是雅可比矩 

阵分 a /9 的转置,这是因为 


dx 


E 


dx^ n 


( 18 ) 


dx 


1 


，n 




dx 




T *( M ) ^ 一 个光滑截影是一个一 阶微分形式， 局部地，在坐标邻域 E 4 中它具有形 

£ /,%<,其中#为在点 peC / a 的光滑函数.在坐标邻域相交的连接处中 

截影的£4性，显然导出了坐标变换时微分形式的通常的变化规则. 


式 


28. 层的概念 1 > 


这个概念是在纤维中引进了某种代数结构的覆叠概念的一种代数的 变形； 这 
里所说的纤维的代数结构包括群,环或域.为了确定起见，我们考虑群的情形. 


定义 1 . 称在拓扑空间 i \/ (底）上给出了一个群层是说，如果还给出了另一个 

M (投射)，其中每个纤维乂二 


拓扑 空间义 （层空间）和一个局部同胚 
^ 一 1 G M ，是 一 个群，并且其群运算在义的拓扑下连续.最后这个条件的意义 

是：设 f ， g，h Rh = 于是对点 / i 的任意邻域 U h cy 在夕上存在点 

/和 g 的邻域％和％,它们同胚地投射到点 P g Af 的同一个邻域 F p ， 使得对任意 
的 g g 和 /g g y q ^\ Vf , g q ^ y q ^] V g , 有和 f q - hg g G U h . 




a : 


— > 


定义 2. 层 cj : ^ — M 在区域 D CM 上的截影是指一个连续映射 f : D — 夕 

使得复合映射 cro f 为 D 上的恒同映射.记层义在区域 D 上所有截影的集合为 
r ( AW 或简单地记为 y { D ). 


由投射的局部同胚性，在每点 peM 的充分小的邻域中总存在截影.另外，如 
果 ^( D ) 中两个截影/和分在某个点 peD 上重合，则它们恒相等（事实上，集合 
E — {p e D \ f ( p ) = g ( p )} 因 / 和 g 的连续性为闭，但又因为局部地/和 g 是投射 
a 的逆,它也是开的；由于区域 D 的连通性，故五或者空或者等于 D ). 这个性质连 

~^这里的“层”与第24目解_的(分）层的“层”、尽管中文的习惯译名相同，但意义完 
全 不同； 俄文和英文名词也不同.——译注 
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同定义中给出的少的拓扑下代数运算的连续性性质，让我们把定义在纤维中的运 
算推广到在所给区域上的截影中 1】 . 

我们举几个例子. 

(1) 最重要的环层的例子是复流形 M 上的 全纯函数芽层 寧 ).这个层的空间 

是芽的并集 


& { M ) = U 

p£M 

而其上的拓扑的定义如下：固定任意一个芽 f p G ^( M ) 并选取其某个代表元 ( UJ ). 
对于每个点 q G U 以 f Q 表示所选取的函数/在点 g 的芽并设点 f p 的邻域为 

U f ,. 像前面那样（参看卷 I ,第33目的例子）可以验证所定义的这个拓扑是 


( 1 ) 


U 二 


geu 


豪斯多夫的;而此空间自然是不连通的. 

投射被定义为映射 7 T : & { M ) 它的每个点 f e 对应于点 p . 由于我们 
在 ^( M ) 中所选取的拓扑，这个映射在每点 f G 为局部同胚.最后，不难看出, 

芽的加法和乘法运算在 寧) 的拓扑中为连续.层 0{ M ) 在区域 DcM 上的截影 
是在乃上的全纯函数.它们的集合被记以符号 r ( D ，0), 或简单地记为 ^( D ), 但只 
要不会出现把层的截影集合与层本身混淆的危险即可. 

特别，在空间 C 1 上的全纯函数芽层被记为它的开的连通分支显然是 C n 
上的黎曼区域，这个我们在第22目中谈到过的对象. 

(2) 复流形 M 上的 光滑的 ( r ， s )- 形式芽层 ^ S \ M ), 它的定义是相似的•称 

按下面关系给出的等价类为在点 p G M 的这种形式的芽： 

对应的系数在点 p 的某个邻域相等.在所给点 p 的芽的集合 ^ s) 构成一个阿贝尔 
群，其运算是按形式的系数相加.该层空间定义为 

多 ㈣ ( M ) 二 二 u 外' 

pG A/ 

其拓扑和投射完全像在层6时那样引进.在区域 D C M 上层的截影是 
双阶为 r ， S 的在 D 中具光滑系数的形式.当 

滑函数芽层多 ( A /). 

我们发现，与0不同，空间多 ~， s) 的拓扑不是 豪斯多 夫的.事实上，例如我们取 
M 上的具紧支集的光滑函数/并考虑在此支集的边界点上的芽 f p .芽 f p 与恒等于 
0 的函数的芽 O p 不相等，然而它们的邻域必相 交：在 的任意邻域存在恒等于零 

的函数芽. 

(3) 常值层 Z , M , C . 设每个点 peM 都对应于同一个对象，譬如，整数环 Z . 于 
是我们可以说，在 M 上给出了一个常数层并记其以同一个对象的符号（在我们的情 

0设给出两个截影 f y g e y ( D ). 我们固定一个点 pe D 并发现 f ( p )+ g ( p ) e s / v . 在点 f ( p )-\- g ( p ) 
的邻域 £? 中投射 a 的逆是在中7的截影，不难看出它被延拓为截影 h e y ( D ). 我们令 
f + g 二 h ; 可以证明，这个定义是合理的，即不依赖于 p 点的选取. 


表示这些形式的相 


L0 


( 2 ) 


二0我们特别得到了 M 上的光 
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形为 Z ). 在区域 DCM 上这个层的截影是常值（在我们的情形为整数). 

全纯函数芽层像在分析中所考虑的其他层那样，它在从所谓的预层的取极限的 
过程中自然地出现. 


定义 3. 祢在一个拓扑空间 M 上给出了某个代数结构的预层是说，如果给出 
了 M 的开子集基 {17} (即 M 中任一个开集是该基中集合的并集)，而在基的每个开 
集 C 7 上定义了一个结 构夕； ，（ 群,环或 域)， 且对基中每对满足 V CU 的集合 U , V , 

有相伴的同态 


(3) 


Pu 


进而,如果 WCVCU , 则满足可迁性条件 


(4) 


Puw — Pvw ° Pu \ 


环预层的基本例子是复流形的开子集中全纯的函数组.在这里的同态是环 
泛 ( U ) 在 &{ V ) 中的嵌入同态，它把每个函数/ G ^( U ) 带到在集合 V CU 上的限 


制 


由预层到层的极限过程在一般情形可理解为从全纯函数到它们的芽以及层 
◎( M ) 的构造.设在拓扑空间 M 上给出了某个代数结构的预层固定一个点 
V e M 并考虑点 p 的邻域基％ . 我们取元素/,, G %,和〜 G 夕 V ，其中 U,V e %, 
说它们在点 P 等价是指，如果存在点 p 的邻域 WcUf]V 使得 


Puw ifu ) ~ Pvw (,9 v ) 


(5) 


称按此关系得到的等价类的集合为{^}的方向极限,并以符号 


⑹ 




记之.在集合4中可自然地引进由夕提供的代数结构（比较在卷 I 29目中对全 

纯函数芽上作用的定义). 

现在令 


⑺ 


y = 


pGM 


可将其看成在空间 M 上的层.为了在义中引进拓扑，我们注意到，对每个邻域 
U e % 可以构造映射 p 
f p ey p (不难看出，是所考虑的代数结构的同态).现在对每个元 f e 及邻域 

Ue % 定义集合 


它把元素/ g 相伴于包含它的等价类 


W 二 U ⑺ c 义. 

qEU 
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对所有 f G 义和空间 M 的开集基的所有 [/ 的这种集合的全体 C / f 可以被取作^ 
的拓扑开集基 p 了确信这个 f 断:只^正明对1 壬意的 U , Ve ¥ 在具非空交时,对 
任意元素 h p G U (] V , 则在 f 中存在雨 hp C Uf ] V 即可，由构造知 ， p G [/门 V 和 

h p = Pup ( f ) = p Vi 人 g \ 其中各有/ e y iT , gey v . 由方向极限的定义知道，存在开集 

wcUf ] V , 它包含了 p 并且使得 p ,, w (1) = Pvw ( gy , 令 h = PrAf), 我们便得到了 

中的元素，从而想要得到的邻域为所 h/ , =。^，(^). 

qew 

最后，投射 (T : y — JSI 被定义为一个映射，它把每个元 f e^p 对应到点 p 
然，在所构造的夕 7 的拓扑中投射是一个局部同胚，而代数运算是连续的. 


问题 


1 } 构造 一 个由两个分图表构成的总图表 


1 . 对于球面 S n = {x E R n+1 
t 提示： 利用球极投射 


x 






1 土： C 


2n 


Z + ^ N V d 


2 •设 a 1 ， 为 c " 中的（实）线性无关向量,以及 r 为形如 


€ 为等价是指存在变换 A e r 使得 


的变换群，其中 iVp 为整数.两个点 

证明在此关系的等价类集合 c -/ r 中可以引进 n 维复流形结构 ( c -/ r 被 


A ( z ) 


称为 n 维复环面). 

3. 证明， （ a ) 在 C 2 = K 4 中所有通过原点的实二维平面的格拉斯曼流形 G 同胚 
于两个二维球面的积炉 x 炉； 

( b ) C 2 中的过原点的复直线构成 G 中的球面炉= CP 1 . 


J 2 a k dz k 和 U ；〃 = L b k dz k 使得对应它 


4. 给出具双阶 （1,0) 的微分形式 a / 


， a n ) 和 = ( fci ，…， 6 n ) 在欧几里得内积的意义下 正交. 证明 


(ai ， 


co f A LJ ,f = 0 仅在 a / = 0 或 a ;" = 0 时成 JL 


5. 证明，在 P 3 中那些在彭罗斯变换（第13目的 (12)) 下对应于 M 上一条光线 

上点的复直线位于 iV 在对应于此光线的点上的复切平面内. 

6 . 证明，在将闵可夫斯基复空间以克莱因二次曲面（第13目）表示时，顶点为 
Z 0 的复光锥变换为一个曲面，它位于这个二次曲面和在对应于的点处其复切平 

面的交集中，而 a - 和 /?- 平面变到二次曲面上的平面，另外复光线变到复直线.[提 

■ 

由第 13 目中的群 r 0 的可迁性可假定= o.i 


不: 


7. 用类似于第16目的方式以彭罗斯的方法在区域 J 马中构造已延拓到这些区 
域的波动方程 


d 2 u d^u d 2 u d 2, u 


+ 


+ 


dx \ dx \ dx \ 


的解 
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8 . 设 W C C n ~ l 为中心在 '0 的多圆柱，和14 = {\Zn\ < 1}. 证明，如果对任意 

r UJe 6(^7 x C / n ) 在 C / n 中有唯一的零点 

9. ⑷证明， e 中通过原点的任意州维复平面可以用酉变换变成变量为（^，…， 
z n ) 的 平面. 

( b ) 在标准变换 p : C n +1 \{0} — P 1 下，对应于 C n +1 中的酉变换的 P n 的变换 
也被称做酉变换.证明它保持富比尼-施图迪度量不变,并且用这种变换可以把 P n 
中的超曲面变到无穷远处. 

10 . 证明区域 C , z p } 的万有覆叠空间共形等价于单位圆盘，其中 

p ^ 3, z v 为任意点. 

11 . 证明拓扑乘积空间 Ah x A / 2 的万有覆叠同胚于这两个空间的万有覆叠的乘 

积私 x 拓. 

12. 证明下面对第17目定理1的复类比：如果 7 T : M -> M 为一个全纯覆叠， 

而 f : D — M 为一全纯曲面（平面区域 C 到 M 的映射)，则/可提升为全纯曲面 

并且在给定 /(Co) G M 时此提升唯一. 

13. 设“，… ， f 4 为 CP 2 中的复直线.它们处在一般位置， Z 5 为经过点 h^]h W 

5 

hf ] k 的一条复直线，而 il / 二 CIP 2 \ |J lj . 证明： 


P ( k ), 则 p e & CU ) 


z e 


厶 n — 


(a) M 的万有覆叠双全纯等价于有界区域 

( b ) 任意全纯映射/ : C — M 为常值 • 

14. 计算解析集 M = {ze C 2 

第一个坐标的投射 j 

15. 证明，圆锥 {# + ^ - 0} C C 3 在到 P 2 的标准投射下对应于同胚于环 

面的一条复曲线. 

16. 证明，“半三次抛物线” = zi } C C 2 在原点的邻域中是个拓扑流形但不 

是个复流形. 

17. 证明， C 3 中的不可约解析集 M : g g 不是个复 流形； 更准确地说， 

不存在全纯的相互——的映射/ : B — Mf | C /， 其中 B 为 C 2 中的单位球， [/为 C 3 

中0的邻域. 

18. C n 中在0不可约的一维解析集，在准确到一个坐标线性变换下，局部地由 


= { zi - a ){ z x - b )} 的基本群. [提示： 考虑到 


方程组 


(I/) k/m 


E 


Zjy = 


■ ■ 


给出，其中 m 为某个正整数. 

19. ( W . Rudin ) 设/ G & ( C 71 ) 为整函数,并且对解析集4 = { f ( z ) = 0} 的所有 

Cz y z n ) 成立不等式|&| < c(l + |^ r ), 其中 c 和 m 为常数.证明， A 是某个 


点 
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多项式的零点集.丨提示：考虑积分 


df 


f (%() 




dC 


2 ni 


\Q=r{ f z) 


其中 r ( f z ) = c(l + \ f z \ m ) 

20. ( V . Ya . Lin ) 考虑在去掉一点的平面 C # 二 C \{0} 上的纤维丛，其纤维空间 

E = {( u , v ) G C 2 : e w — e v / 0}, 而投射为 7 r ( u , v ) 

续的整体截影但没有全纯的整体截影.[提示：用皮卡定理证明不可能有 C * 中的恒 

,其中的 w 和 r 为全纯函数 .] 

21. 如果对向量丛 n ： x 其纤维维数 dim E = 

线性无关的整体截影，则此向量丛为平凡. 

22. 设 M 为0类实流形，其维数为％证明切丛 T ( M ) 为 2 n 维的 C k ~ l 类流 


0,1，2,…，并利用魏尔斯特拉斯预备定理的证明方法 .j 


fi = 


证明这个纤维丛具有连 


等式 


v{z) — 


存在 m 个在每点 p G M 


m ， 


形 
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任意的平面区域 D 都可作为全纯函数的存在性的自然 区域： 总存在在 D 中全 
纯而不能解析延拓到区域之外的函数（参看卷 I ，第46目).与此不同，在 C"(n > 1) 
空间中存在有区域,在它上的任意全纯函数必定都可以延拓到比它更大的区域中.非 
对数凸的赖因哈特区域（参看第7目）可作为这种区域的例子. 

本章主要致力于解析延拓问题，特别是描述在 C " 的区域的延拓，其中的这些区 
域是全纯函数的存在区域.解析延拓的主要方法是全纯函数的积分表示，我们就从 
它开始. 


§10. 积分表示 


29. 马丁内利 - 博赫纳 （ Martinelli-Bochner) 公式和勒雷 (Leray ) 公式 

在第 I 章中我们己知道了柯西公式 


HQdC 


⑴ 


/(-) 


(2 ni ) 


— Z 


它表示了在多圆盘 U n = { zeC n : |^| < r ^} 全纯，并在其闭包连续的函数（在这里 

成1 八…八 

(Cl — z l) ' * * (Cn ~ z n) 

表示非常方便,但是只能运用到一个较窄的区域类型（它可用显见的方式推广到平 
面区域的乘积上）并且非常 特殊: 公式 （1) 的积分并不是沿整个区域的边界而仅仅是 


dC 


). 这个 


} 为多圆盘的骨架，而 


r = {之 g c 


— Z 
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它的骨架，即谢洛夫边界.在这里,我们将得到的表示是对任意具光滑边界或逐段光 

滑边界的有界区域成立的，而积分是沿整个边界进行的. 

为了得到它们中的第一个表示，我们考虑在中的一个双阶为 ( n , n - l ) 的微 
分形式，它在点 z = 0为奇异: 


71 


V — 1-r: 


(- 1 ) 


z 


( z ) = J2 


dz [ iy ] A dz ^ 


( 2 ) 


LO 


2 ； 2n 


其中 dz [ u ] =dzi A -^ A dz v -i A dz v ^ x A ••• A dz n , 和通常的 ck = dz 

为 d ^ z ^ dzUA ) = dz v A dz [ u ] = (-1 广一 1 痕故当 " 0 时 


Adz n . 因 


A 


• 争* 


n 


d 


z 


duj — >二 


dz A dz 


2n 


dz 




n 


nz v z v 

~|2n+2 


E 


(3) 


dz Adz — 0 


2n 




(这里应用到 二 N 2 ), 即这个形式在 c n \{o} 中为闭 

另外,对任意球面 SV = {卜| = r } 


Is ⑴二 ^ fs 亡 (-” 

J ^ r J ^ r ,匕1 


dzM A dz , 


z 


而由于右端积分内的形式己经不再有奇点，故可以应用斯托克斯公式 


n 


dz A dz , 


4 c ? 二 - 7 ^- 


2n 


r 


Sr 


B 


其中私 = {卜| < r } 为球.然而如果 

故 dz Adz — (2 i ) n dx 1 \ 其中的 cb : = da：i A … A cb ：2 n 是 R 2 n 中的体积兀.所以可以 

把前面的公式重写为 


x v + ix n ^- v J0(J dz u A dz v — 2 idx v A dx^y ? 


Zv = 


(2ni) n 
(n — 1)! 

(在这里利用了右端积分等于 Vol 二 jr - r 2 -/ n ! 的事实). 

设给出了一个有界区域 D C C ' 其具分段光滑的边界以及函数/ 
ff ( D ) f ] C ( D ); 假设0 G 由熟知的公式，在点 

d/ A a; + / A du ). 然而 d/ 八 

表达，而 o ; 包含了全部这些微分的乘积，由于 （3) 第二项也有 /. = 0. 因此,形式 

* 

为了得到这个公式，1要在左端和右端的因子中进行对换.我们还注意到，在这里假设 M 2n 的 

正定向是使它对应于有序的 dx 1 A -^ Adx n Ady 1 A --- Ady n , 而在第19目中则是有序的八_ A 
• • • A dx n A dy n ( y v — a ^+ p ); 当 n 为奇数时这两个方向相同，在偶数时相异. 


71 


(4) 


㈤ 


dx = 


L0 — 


2n 


V 


S r 


B r 


e 


D \{0} 我们有 d ( fu )-- 
0,这是因为由全纯性质知， d / 只通过微分心 


z G 


L0 




V 
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fuj 闭于 D \{0} 并且按斯托克斯定理，它沿况^的积分等于沿具充分小半径的球面 
S r 的积分.再利用函数连续性以及公式 （4), 我们得到了 

(2jtz) n 

(n - 1)! 

0时 a ( r ) 0. 因为这里的左端并不依赖于 r , 故 a ( r ) 三0,从而 

(n - 1 )! 

(2 ni ) 

还要取任意点 2 e 乃以代替0,以 （ 表示被积分的变元并替换 u ( z ) 为只与 
(C - Z) 相差一个数量因子的形式，这就是所谓 的马丁内利-博赫纳形式： 

{2 m)n ^ 

于是公式 （5) 给出了下面的结果： 

定理 1. 对任意具分段光滑边界 0 D 的有界区域 D C C n 和任意函数/ G 

^( D ) nC ( D ), 则在所有点 D 有 


fuj = /(0) 


+吨）, 


加 


8 D 


S,. 


其中当 


⑸ 


/( 0 )= 


f ⑴ 


n 


8 D 


a ； 


— Z 


v 


dC [H A dc 


⑹ 


V 


^mb(C ~ z ) — 


2n 


C-z 


/( C )^ mb(C - z ) 


⑺ 


f ( z )= 


do 


马丁内利-博赫纳积分公式 ) i〉 

我们发现，当 


c -^ 


dC 


,从而马丁内利 

博赫纳积分被约化为柯西公式.与其相类似，对于函数/ G ^( D ) f ] C ( D ), 积分 （7) 
在万 外为零,这是因为当 G C n \ A 形式 o ； mb(C - 4在 D 中为闭和非异，从而由 
斯托克斯公式得到.特别地，令 /&) 三1，我们得到 


1时形式 ^ mb(C ~ z ) 


dC 


n = 


2 


C 


— z 




⑻ 


0MB(C — z) = 


dD 


其中 X 为区域乃的特征函数，其在 zeD 时等于1而在 D 外为 0. 但是与柯西核 
不同，马丁内利-博赫纳核在 n > 1时非全纯地依赖于参数 




氺 证明： 

(1) 当 n > 1， 


(n — 1)! 
(2 ji £) 


Ed — 1 备农 Mack 


^ mb(C — z ) 




n 


2( n - 1} 调和地依赖于 z ， 其中 z^C 


其中 p (2, C ) 


_ 






n — 


D 这个公式以不同方法由马丁内利在1938年和博赫纳于1943年得到. 
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( 2 ) 对任意在 3 D 上连续的函数/，马丁内利-博赫纳积分在 3 D 外为 z 的调和函数 

(3) 对于函数/ € C l (D) 成立下面的柯西-格林公式（卷 I ，第 19 目）的 推广： 

(n — 1)! 

(2jii) n 


Of dC A dC 




/(C)^mb(C - z ) 


(C 


氺 


m 


— z 




u 


2n 


v 




— z 


dD 


dD 


最后，我们指出，马丁内利-博赫纳微分形式⑹具有6-函数的性质.事实上， 

0时 dcj(z) ^ 0,并且形式地将斯托克斯定理用于 （8) 和任意的区域 D 3 0,我 


当 




们得到 


dev = 1; 




dD 


D 


因为当 2/0 时 — = 0, 故 D 在此可以换为 C ' 当2 = 0时马丁内利—博赫纳公 
式也可以形式地写为 


/⑼二 

(我们利用了由/的全纯性得到 d(fu) ^ fdw). 因此，马丁内利-博赫纳公式重新表 
现出了 6-函数的性质1当 


fdio 


C 1 


1时对于柯西积分公式也同样如此 


n = 


我们转而推导出更一般的积分公式，它是由勒雷在1956年发现的，并称其为柯 

西-凡塔皮耶 ( Cauchy - Fantappie ) 公式. 为此,我们考虑形式 


n 


h(w) = y^(— 1 广 - 1 忉 〆㈣ 外 


(n — 1 )! b(w) A dz 
(2jiz) n {z, w) n 


⑼ 


ft(z,w) 


其中 dwM — dw \ A 


Adz n 以及 


A dw,y + i 八…八 dw n ，dz = dz\ A 


A dw 




■ 會 ■ 


u—\ 


n 


(z,w) = ^2 


( 10 ) 


= \Z,W 


时，公式 D 显然等同于马丁内利-博赫纳形式:== cjmb (^). 这 
个形式在圆锥 Qo = {(z,w)ec 2n : (z,w)=0} 具有奇异性，而在 C 2 n \ Qo 的点上为 

闭形式，这是因为 


当 


W = Z 


71 


(n-1)! 

(2m) n 


dw A dz 
(z,w) n (z^w)^ 1 


n 


E 




n 


⑶，一般地，有 


m 


可直接验证: b(w) 


n 


d 


A • • • A d 


=w 


W\ 


切 I/+1 


w 




Wi 


v—\ 


n 


n 


A • • • A d 


6(切） =(—1) 


Ad 


A • • • A d 


d 


w 


V 


W 


W 


w 


w 


v 


v 


V 


V 


对任意点 z 的情形以 — z ) 替换 lo { z ) 
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而由于 (z,w) n = w] 1 人 z 、 wlw v y\ 故形式$1实际上并不是依赖于 M 而是依赖于切与 

它的一个坐标的比值，即在 C n ( w ) 中经过原点的复直线上为常值. 

设函数/和区域 D 如上所设.如果0 G A 则由马丁内利-博赫纳公式有 


( 11 ) 


f(z)Q(z,z) 


/⑼ 


在这里，我们可以假定对形式 f(z)Q(z,z) 的积分是沿着 (2 n - 1) 维闭链70 = {(z,w) G 

# 0,故 7 o 与锥 Qo 不 

相交.我们的这个证明方法基于如下命题:在这个公式中，> 可以被换为任意其 

Uz.w) e C 2n : z e 0D,w = \{z)}, 其中的 X:dD-^C n 是一个光滑 


G dD,w = z} 进行的，由于当 z G aD 时 (z,z ) 二 


c 2 


他的闭链 

的向量值函数，使得 (z,X(z))^0 对所有 zedD 成立（即71与 Qo 不相 交). 


7 i = 


为了证明此命题，我们首先利用在上面提及的那个形式 n 对 w 依赖性的 特点; 

由这个特点知，在不改变积分值的情形下，闭链70和71可以分别换作闭链％二 

{z e dD,w = z/\z \ 2 } 和 ％ = {之 G dD，w = X(z)/(z,X(z ))}, 它们均位于二次曲面 

Qi - {{ z , w ) eC 2n : (^^) = 1}±. 在闭链 K 上张有一个 （2 n ) 维的膜 


入⑻ 


2n 


[ 0 , 1 ] 


(z, w, f) G C 


+ (1 — t ) 


〈之，入 ㈤ 〉 


其中的所有点满足 ( z , w ) = 1，故 a G 仏，从而不包含形式 D 的 奇点； 这个膜的定向 

边缘是 - 7纟.由斯托克斯公式有 


= / d (/ f ^) = 0, 


作一 


7； 


7 o 


这是因为形式 n 在 Qo 外面的闭性质以及 d / 只由微分表达，而 D 包含了它们 
的乘积,故在 a 上 d(jn) 二 dfAn + fdn = o. 因此，在改写过的公式 （ u ) 


f (fi) = I f{z)^(z,w) 


% 


中，闭链％可以换为 7 i 或者71，从而我们得到了 


f(z)Q(z,X(z)) 


( 12 ) 


/⑼= 


就像在对马丁内利-博赫纳公式的推导那样，我们在这里改变记号，便得到了 
下面的结果. 


】 这个方法是辛钦 （ G . M . Khenkin ) 告诉我们的 
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定理 2. 对具有逐段光滑边界的任意有界区域 D C 和任意函数 f G 0\ D ) 

f ) C (万）成立勒雷公式 


f ( C ) n(C - A (0) 


m 


3 D 


6(A(C))AJC 

( C ~^ X ( C)) n 


(n - 1)! 
(2ni) 


(13) 


/(C) 


71 


dD 


这里的 A 是在 ao 上任意光滑的向量值函数，使得 〈c - ^, A ( C )> ^ 0对所有 ze D 

和 CedD 成立. 


这个函数各种不同选取的可能性，即它也可以依赖于点2,赋予了勒雷公式特别 
广泛的特征.本质上说,这个公式包含了所有最常使用的全纯函数的积分表示. 

我们来考察几个例子. 

(1) 对于球 B n = {z eC n ： 1^1 < 1} 可以取 A ( c ) = C 这是由于 〈c — 二0 - 

( AC ) / 0对于 

1(2：, 01 < kllCI = \ z \ < !)• 于是勒雷公式有形式 


和 c G 0 B n 成立（由施瓦茨不等式 


Cl 2 -M 


之 G 




6(0 A dC 

(1 — M ) 


(71—1)! 


(14) 


/(-) 


/(C) 


(2m) n 


n 


dB Jl 


(2) 设区域 D ={ zec n : ^( z ) < 0}, 其中 P e C 1 ( D ) 及 ▽甽⑽ # () 使得在每 
点 （G dD , 复切平面 T ^( dD ) 位于 D 之外，特别地，这个条件为所有具光滑边缘的 

凸区域所满足.在这里取 A ( C ) = VC ^ 这是因为 〈C - ^ ~( z - C Vc ^) 只在 

T c c ( dD ) 取零值（参看第17目）从而对所有 zeD fO ( edV 不为零. 

如果记% •，则 A 二 （#1，… ，％)， 从而由公式⑼有 


dz 3 


71 


6 ( A ) = T(-iy- l ^dM 


而由于成包含了全部微分*^的乘积，于是在乘积 S ( A ) AdC 中可将所有 dw 换为 
d ^. 然而由外积的性质知 


n 


^ Pn ) 




，朽 一 l ， Wj+l ， 


祕卜 E 


成 M 


U 


«( Ci , ••- ,C 


iy — 1 ， Siy+1 ， 


从而 dCW] A d( 在乘积 6( A ) A 成中的系数等于 


n 


咖 1， 

0(Ci ， • • • ， Ci/—i ， Ci/+i 


， Wn ) 


， 朽 一 1, V ^ j +1 


E(-d 


j-i 






Xn) 
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显然，这个表达式可改写为行列式的形式 


/s pn 


^1 


dip 




oc 


， 


(15) 








ac 


d ( 


其中对乙的导数的行被略去. 

于是,对于所考虑类型的区域（特别地，凸区域)，勒雷公式可写成 

(n — 1)! 

(2m) n 


no 


八 d C 


m 


/w 


〈▽⑼ c — :〉 

这个公式的有用的特点是它的核对 z 的全纯依赖性，在马丁内利-博赫纳公式 

则不是如此的汄 


8 D 


氺证明，对凸的有界区域 D ^{ zeC n ： ^( z ) < 0} 成立勒雷-格林公式,它与 （16) 在右端 
的项上有所不同： 


/ E (-” 

J D ， 


(2jti) n 


尘 df dC A dC 

" H 》 乂 ： z 、 


V— 1 


氺 


30. 韦伊 ( Weil ) 公式. 

在这里我们还要推导一个公式，其核全纯地依赖于可应用于某些特殊类型区域 


的参数 


定义 1. 设给出了区域 D C C ' 以及还有有限个函数 G ^( D ) 和平面区域 
D i <^ W i { D),i = l r - ,7 V . 如果集合 

U = {zeD: Wi(z) e Di, ? = 1，… ， iV } 

4 D 中 为紧，则称该集合为 多面体 集合. 


⑴ 


这种集合不必是连 通的; 称连通的形如 （1) 的集合为 多面体区域. 常常考虑所有 
区域 A 为圆盘的情形;对应的集合 

U = {zeD: \Wi(z)\ < r iy 


( 2 ) 


- l , ** , iV } 


l 


被称为 解析多面体. 如果所有函数呢为多项式，则称 （2) 为多项式多面体. 

的特殊情形，多面体区域是多圆形,而多面体则为 


在 N = n 和所有 W ^ z ) 


= Zi 


多圆盘. 

我们注意到，不管向量值函数 A 依赖还是不全纯依赖于 z ， 公式 （13) 中的核都全纯依赖于 


2：. 
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定义 2. 称多面体集合 （1) 为 韦伊集 是说，如果 TV > n ， 并且 
1) 所有它的面 


ai = { zeD : Wi { z ) G dD h WAz ) G 


( 3 ) 


(2 n - 1) 维流形； 

2) 任意 k 个不同的面 (2^ k ^ v ) 的交，即韦伊集的边，其维数不大于 2 n - fc . 

称韦伊集的 n 维边 


(4) 


n … pk. 


= CFi 


CF-i 


的集合为其 骨架. 称连通的韦伊集 为韦伊区域. 


为了得到在韦伊区域中全纯函数的积分表示,我们需要定义在这些区域中函数 
的一个特殊展开式.这个展式的可能性由下面的定理得以保证. 

赫费尔 （ Hefer ) 定理. 对任意函数爪 C ^( D ), 其中为 C n 中的全纯区域，则 

存在 n 个函数 Pl {^ z)e &{D xD ) = 

n 

WiiC) - w^z) = z^PUCz) 


) 使得对所有点 CzeD 成立等式 


，几 


• • 


(5) 


在一般情形下赫费尔定理不是个初等的定理 1 \我们将在第50目中证明它.在 
这里我们只需注意到，对于多项式，恒等式 （5) 可以经过简单的重新安排函数在 
点 z 的泰勒展式得到，在这里的赫费尔展式的系数0也是多项式. 

定理 1 ( A . 韦伊) .设 n 为韦伊区域（1)，它由具光滑边界的区域 A 定义.于 
是任意函数/ G ^( n ) n C ( H ) 在任意点 z G n 可以用下面公式表示： 


PI 


pn 

in 


/(C) 


d (, (6) 


/(:) = 


(2ni) 


< i n ^ N ), 它定义了区域的骨架的边， 

A dCn ； 这些边由使所有 8 A 以正向 


7 rt 


…？打 


蠡 _ _ 


1 


71 

71 


th 


其中的和取遍所有有序指标组 （1 < h 
pi 为对 w 的赫费尔系数，并且 成二成 1 a 
通过的方式定义. 


< 


• • • 


■ • * 


N ) 情形，骨架 r 由一条边 


在 n 为多圆形区域 = 三二 1 ， 


o-i 


參 擊 


组成（它与第2目中的骨架的意思一致）并且⑹中的和也只有一项.赫费尔系数 Pt 
在这种情形下，当 
1，从而此公式为 


时等于1，当 i 〃时等于0,即在韦伊公式中的行列式等于 


% — V 


f(QdC 

]1 (C^ - Z v) 


⑺ 


/ ㈤ = 


(2m) 


r 


赫费尔定理被证于 1942 年，而韦伊公式 （6) 则 是在他 1935 年的著作中被推导 出的. 
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§10 


这样一来，韦伊公式推广了对于在多圆形区域上的柯西积分式到韦伊区域上.像 
柯西公式那样,它的核对变量 （和 Z 为全纯. 

为了缩短形式的 计算， 我们将在 


2和/ e 0(n) 的情形下进行韦伊定理的 


n 二 


证明 a 


证明. 我们从马丁内利-博赫纳公式在 C 2 中韦伊区域上的情形开始着手，这 
时它的形式为 


N 


(Ci-^lK2-(C2-^2Kl 


⑻ 


/(-) = 


/(C) 


AdC , 


4 


2 


1C ~ 


(2 jtz ) 


<7 


I 


% — 


其中^为区域 n 的面.得出韦伊公式的想法在于：我们试图将斯托克斯公式应用 
T(8) 使得非全纯微分 rf 乙化零,而替代在面^的是沿骨架的边的 积分; 这时 
犮现核的非全纯部分（变量乙- 4和 1C - 冲也消去.赫费尔展式 （5) 在此变换中 
S 着至关重要的作用. 

首先我们注意到 （8) 中的被积形式 u;(C Z) 为恰当 形式； 它是下面 TV 个形式中 
任一个的微分： 


^2 


PI 


⑼ 


^( Ci z ) = 


dC 


2 


W(0 - w i( z )} Ci-^1 c 2 - 芝 2 


— Z 


我们通过直接计算验证这个论断 •， 为简单起见,记;^ = 0, W = WiiQ- Wi( 0 ) 


^ Ci )} 


Cl^Cl + (2 成 2 


1 


(PK 2 — KCl)+ 7712(^1^2 


—- 


AdC 




4 


Wi 


{-( CirfCi 4 - C 2 dC 2 ) (^ 2 -^) 4 - 

( C1C1 + C 2 C 2 )(^ rfC 2 - Wi)}AdC 

(CWC 2 - C 2 0(Ci^ + C 2 Pj) A dC 


4 


网 Cl 


4 


關 


((1成2 — (2成1)八《， 


4 


沦断得证. 


我们还注意到当 zeUXeat 时只有差 WiiQ - Wi(z) 不为零（因为 Wi(C) 
W^Wiiz) e Di), 而所有其他的差则在某些点化零.故而当 zeU^eai 时只有形 
弍 A 非异，而所有其他的形式为奇异,从而在沿面内取积分时，只能这样 


e 


”完全的论证可参看弗拉基米尔 （ V. S. Vladimirov) 的《多复变函数论》 (M.: HayKa, 1964, 

二 248— 252) 
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_ 


地应用斯托克斯公式 


/(CMC，：）=/ d{f(C)^i{C,z)} 


N 


m ^ i ( cz ) 


j 爹 i 


(我们在那里利用了全纯函数 / 可以放在形式 A 的微分符号之内)， 

如果像公式 （8) 所要求的那样，把这些积分加在 一起， 则每 条边〃 y 会出现两次 
但具有相反的定向（由边缘^和~的面得到).所以我们有 


N 


N 




0=1 


其中取和是按有序偶对指标进打的 (1 ( i < j 《 N ). 

还要注意，在相减时，核 （9) 的非解析部分已消去 


2 


1 iCl 卩 + IC2 


(PIPi - P(Pi)dC 


A — ^3 ~ T7T2 


P { Pi 

jd 3 td 3 

r \ 


；dC 


3 


(我们再次使用到上面提到的记号的简化以及赫费尔展式).于是我们得到了公式 


N 


/(C) 


PI n 




dC , (10) 


m = 


- W^mWjiQ - W^z)} I pi pi 


它即等于 n = 2 时的韦伊公式. □ 


注. 如果韦伊集 （1) 不连通，则它被分解为最多可数个连通分支（韦伊区域).显 
然定理1在 n 为不连通的韦伊集的情况下仍然有效.在这种情形下，对于属于某个 
分支的 z ， 在韦伊公式 （6) 中不为零的只有沿此分支的骨架的积分,而沿其他分支的 
骨架的积分则化为零.这来自那样的事实，即那个推导出韦伊积分的马丁内利-博 
赫纳积分在该区域外为零. 

韦伊公式的核的全纯性被应用到，例如，由某类全纯函数的逼近问题.我们来推 
导与此相关的基本事实. 


定理 2. 任意全纯于解析多面体 （2) 和在其闭包上连续的函数/，可以在此多 
面体内展开为级数 


m = E ⑻产， 

|/ c |=0 ( z ) 


( ii ) 
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其中 k = ( k lr -, k n ),i = ( i lr - Jn ) 为向量指标， [ Wiiz )^ = [ W^)] fc i •••[%,⑷产， 

里层的和是按有序组1< h 


< k < iV 取的，系数则由公式 


< 


• « ■ 


P 1 1 


K 1 


/(C) 


dC ( 12 ) 


A 


广〜 [^i(C)] fcl+1 ***[^ ft (C)]^ +1 

且级数 （11) 在该多面体的任意紧子集上一致收敛. 


(2 ni ) 


P , 


证明. 由韦伊公式得出展式 （11) 的方式完全像从柯西积分公式得到泰勒展式 
那样.对任意点 z g n 及 n 的骨架上任意点 c 可以写出下面按几何级数的展开式 

[WiAO^^-lWiACW 


oo 

E 




m w iA0- w M} 


&i ， …九 =0 


[ Wi^W 

[W^)pi 


E 


|/ c |=0 


上对纟一致收敛,并且将其代入韦伊公式 （6) 


在固定2 e n 时,这个展开式在 cr ^^. u , 

我们便得到了具系数 （12) 的展式 （11) 

级数 (11) 在多面体 n 的紧子集上的一致收敛性由通常的方式即可加以证明. □ 


推论 1. 任意在解析多面体 n 中全纯的函数/，在任意集合 k <^ u 上可以被 
在区域 D 上全纯的函数作任意精确的逼近，其中的区域 D 是在多面体的定义中所 
涉及的那个. 


这个推论简单地说可以叙述为 •. 函数族 G { p ) 稠于族 a ( n ). 

证明. 级数 （11) 的部分显然属于 e { p \ 它们逼近于函数/ e 6( H ). 为了避免 

.在 n 上为连续这个条件.以多面体 rr 二 p e n : { w^i < r [} 代替 n ， 其中的 

i < n 且充分靠近 n (纟为数值指标) .口 


特别，当 n 为多项式的多面体（即所有函数叭为多项式）时，级数 （11) 的部分 
和为多项式.我们于是有 


推论 2. 任意在多项式多面体 n 中全纯的函数/在任意集合 k n 上可以 

被多项式以任意精确度逼近. 


c - 中的那种区域，其紧子集上的任意全纯函数可被多项式以任意精确度逼近， 

则称其为龙格 ( Runge ) 区域（比较卷 I 第23目的龙格定理).推论2可叙述为：任意 

多项式多面体是龙格区域. 



章解析延拓 


154 


§11. 延拓定理 


考虑几个关于函数的全纯延拓的定理,它们反映了高维情形的特点 


31. 从边界的延拓 

这些定理的第一个断言，在 n > 1的 C n 中，每个在一个区域的边界上按某种意 
义为全纯的函数必定可以全纯地延拓到整个区域.在边界上全纯性的准确意思是说， 
函数在它上面满足所谓的柯西-黎曼切方程.这些方程在分析和应用中起着很大的 
作用，故而我们将更仔细地关注它们. 

考虑在 C n 中的实超曲面&它在邻域 U 〕 S 中由方程 Wz) 二0给出，其中 
ipe C ^ U ), 并且在 C/ 中梯度 vw /0. 设在 C/ 中给出了一个复函数/,其为 C 1 类. 

它的微分 S/- £ 菩 私 在点 Ce5 分成了两项,其中一个为 d N f = Xdif ( XeC ), 

v—\ 

指向 S 在该点的复法线,而另一个获 r/ = 8/_ 氏 v/， 指向与此法线复正交的方向1 

分别称瓦 v / 和否 t / 为否/ 的法分量和切分量，而 称算子为 柯西- 黎曼 切向算 
子. 这个算子是由柯恩 （J. J. Kohn) 在1965年引进的. 

定义. 设 S 为 C n 中实超平面，[/为上面所说的那个邻域.如果在每点 C^S 


有 


( 1 ) 


9t / = 0 


则称函数/ G (^([/)在 S 上满足 柯西-黎曼切条件， 或者简单地说是 S 上的 CR 


函数 


我们将证明这个定义的合理性，它的意思是说在函数/上的切向算子吞 r 只由 
其在 S 上的值决定而不依赖于它到邻域 C/ 中 C 1 - 延拓的方式.为了证明这点，需 

要下面类似魏尔斯特拉斯除法定理的引理. 


dip 


dip 




引理. 如果在区域 C/cR n 中函数彡1，以及 




dxi ’ ' dx 


0处处处为零，则存在函数 /I e C k ~ l { U ) 使得 


^ 0,而函数4 € C k ( U ) 4 

^( x ) = h ( x )( f ( x ) 对所有 x G U 成立 






证明. 由于论断的局部性，可以假定点0 G S 的邻域 C7 为充分小的凸集.因 

^ 0且方程 ^ p { x ) - 0可解出为 


dip 


为在 C7 上/ 0,故不失一般性，设在此处 


dx 


). 在变量的同胚变换4 

下将的情形变到了 if ( x ) = x n m^e C k { U ) 使得 ^,0) = 0. 由显见的对所有 

■ 

1〗 我们记得（参看第17目)，复法线 n c (5) 定义为复直线 { z-C = A ^ AgC }, 而与其复正交 

的方向构成复切平面 q = {(^- C , Vc ^) = 0} ； 这里我们将余向量与向量 ( M 等同 • 


X n = Wi(’x)， 其中 ’：r = (xi ,*-* ,x 


p (’ x ) 
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xeU 成立的等式 


d 


^Xi.tX^dt 


^( x ) = X 


n 


dx 


0 


n 


可以看出，可以取在这里出现的积分当作函数 / r , 它显然属于 C k ~ l { U ) l \ □ 

设 F 和 G 是函数/在区域 C / 中的延拓，其中的/只在 S 上给出.因为 F - G 
在 S 上为零，故由引理有 F - G = 其中 C °( U ). 那么在 S 的点上我们有 2) 


dF-dG = hdip , 


而因为指向 S 的复法线，故 d T F - d T G = 0. 故在 S 上必定有 d T F ^ d T G , 从 

而否 t 对于函数/在 *5 之外的延拓的无关性得证. 

在应用中利用柯西-黎曼切条件的各种不同形式是方便的.我们在这里推导出 


其中几个 


定理 1. 柯西-黎曼切条件 (1) 等价于下列条件中的任一个：在任意点 QeS 

a ) df A dip = 0, 


df 


0 对任意复切方向 u G T c c (5) 成立， 

c ) df Adz — 0, 其中 dz = 心 i A … A dz n . 


b ) 


A 飞一一 

ou 


证明 •由⑴知 0/ = Xdip , 而因为 Xdip 八 = 0 故 a ) 成立.反之，如果 a ) 成 


立，则 


d £ dip _ df dip 

dz ^ d ~ z v dz v dz ^ 

成立,从 而办二 X 8^ 其中 A G C 为某个复数，即满足 （1). 
为了证明第二个等价关系，我们设 （ = 0. 如果选取坐标使得 T §( S ) = { z n = 0}, 

贝！ J 法分量 d N f = -^~ dz n , 而切分量 


二0 


对所有 / i ^-1, 


，n 


» ♦攀 


n 


Ti — 1 


df 


9rf = Y： 


( 2 ) 


dz 


oz 


d 


d 


构成 T §( S ) 的基，故考虑到⑺方程⑴等价于方程组 


因为向量 


’ dz n _ 


dz 


1 


df 


(3) 


,71 一 1， 


1， 


= 0 , 


v 




餐# ■ 


dz 


棒) 


C k ; 故在集合 {^p(x) = 0} 上 /i 的光滑性可能降 


U 显然，在 ^>(x) ^ 0 的地方函数 h( ： c) = 

低 1 ，这可由下面的函数表明： (f(x) 

) 这不是从乘积的微分公式得到的（因为只有 /I e C 0 , 故不 I 能应用 ) ，而是直接由在 s 上的 
偏导数的定义得到 . 


G 


V ?(: c ) 


2 




Xn + sin —— 


=X 




X 


2 
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而这个方程组就是条件 b ). 

最后，如果选取坐标使得实切平面为 T 0 ( S ) = {Im = 0}, 故在其上有心 n 二 
dz n , 如前面知 T §( S ) = { z n = 0}, 故而 & r / 由公式⑺表达.因为 dz 是所有心 p 的 
乘积，故在条件 c ) 中形式 d / 可以换作否/,另外由于心 n = 在否/的表达式中 

最后一项，即1/可以 舍去： 


71— 1 


df 


E 


A dz n — 0 


— z—A dz\ A 


籲# ■ 


dz 


V 


在 Tq ( S ) 上的无关性，这个等式等价于方程组 


因为微分办1，…，必 

(3)，即条件 b ). □ 

对于应用而言，形式 b ) 特别方便.如果超曲面 S 由方程二0给出，则在 
它的# #0的点上，复切平面的基可以取作向量 


，心1， 


TL — 1 


dz n 


d 屮 d dip d 

dz n dz v dz v dz v ’ 

(参看第 27 目)，故在这种情形 S 上的柯西-黎曼切条件可改写为 

dip df dip df 

OZ n OZy OZy OZ 


(4) 


， n — 1 


v — \^ 


u 


m • m 


V 


(5) 


(/) 


， 71 — 1 • 


= 0, V — 


. u 


• • • 


V 


n 


例题. 

(1) 对于球面 {z eC 

西-黎曼切向方程为 


1}, 函数二乙 “A - 1，故而在 z n ^0 的点柯 


71 




df df 


,71—1. 


~ 义 v 

OZ 


V — 


畢 ■ • 


历 n 


V 


4| 2 }(参看卷 I 的问题18)，函数 cp(z) 


(2) 对于庞加莱球面 {z € C n 

V z v ~ U , 故在其所有点柯西-黎曼切条件可写成 


: Vn 




n— 1 


z n — z 


n 




2 i 


V=\ 


df 




1 


1， 


n — 


v 




« • • 


v 


5 


o — ， 


OZ 


v 


t + IT , 则此球面的方程为 


2 的 情形； 如果此时令^ 

的值由量^确定，故而在球面上的独立坐标为^和因为 


我们特别留意 


二之，之2二 


71 


2 


Z 


d d 


d 


+ t ， 


dr 


dz 2 2 \dt 


d _ld^ 

d^2 — 2 at 


以及唯一的柯西-黎曼切向方程 


固定及7=常数时，则有 


而当 


Z\ — Z 


有形式 


df . df 


—= tz — 


dt 


dz 
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这是在偏微分方程论中著名的卢伊 （ H. Lewy) 方程 （1956 年 

当 n = 1时，不存在复切方向从而柯西-黎曼切向方程的概念失去了意义.因 
此现在这目所致力的下面定理具有高维情形的特点.它被博赫纳和塞韦里 (Severi) 

在 1943 年分别独立证明. 


>1中给出了一个有界区域 A 其边界 S = dD 光滑并且 
其补集为连通.如果函数/ e 在 S 的所有点上满足柯西-黎曼切向方程，则 

它可以延拓到区域 D 里，为 D 中的全纯函数并在: D 上连续. 


定理 2. 设在 C 


71 


,n 


证明. 在所采取的假设下这个延拓可以由马丁内利-博赫纳积分实现 


⑹ 


/(Omb(C — 之)， 


m 


S 


并且它完全被/在 S 上的值所决定.为了证明此论断我们还需要形式 


的某些 


^MB 


性质 


首先我们注意到，当 Z 固定，而点 C 满足 a 关21 时形式 Cc ； mb(C - Z ) 为微分形 
式（对于变量 c 的） 


71 


(n — 2)! 
(2m) n 


(― ir c 


— % 


E 


— v \ A dC , 

之 l 

其中 dC [ l , H =必2八…八 dC-i A d^ + i A • • • A dCn - 这可经简单计算验证 - 1 ) 

另外，当形式在复平面 Cl = ^上具奇异性的同时，它的对 参数々 的偏导数 
仅在 （ 二 z 上具奇异性： 


⑺ 


V 


fMC - z ) = 


2n—2 


C - 之 


Cl 




i /=2 




— z) (n — 1)! 

(2ni) 


AdC 


— z 


v 


V 


dz 


71 


最后，由于函数 / 在 S 上满足柯西-黎曼切向方程，且可以被写成定理1中 C ) 
的形式（即 dfAdC = 0), 而形式 D 包含了因子成，故在 s 上当 Cl 笋 A 时我们有 


D 为简单起见设 ^ = 0 ;我们来进行这个计算 

(―1 广 1 ; 


n 


(n - 1)! 

(2ni) n 




c^cii] + 


孤 1(0 = 


2n 


i /=2 


n 


(- 


(n — 2)! 

(2m) 


) 


n — 


2 


A dC[2, v\ A dC 


| C |2n - 2 


C 


2n 


n 


u=2 


n 


v 一 1 


(n — 1)! 

(2m) 

=^mb(C) 


(- 1 ) 


E 


a dc 


Cl 2n 


n 



解析延拓 


158 




dfAQx ^ O . 因此，当（€8且（17^1时 


^(/(C)^i(C — z )) — /(C)^i(C ~ z ) — /(Omb(C - 之)， 


⑻ 


而当时 


dn^-z) 


^mb(C — z ) 


d (/( C ) 


= /( C ) 


⑼ 


dz 


(微分是对变量 C 取的，偏导数是对 A 的,可与其进行置换). 

我们开始直接进行证明. 

a ) 由积分⑹定义的函数在 S 外处处全纯.事实上，如果 ziS 、 则可应用公式 
(9) 从而由斯托克斯公式， 


- z ) 


^mb(C - z ) 


df 


no 


dz 


dz 


dz 


s 


s 


以替代 A ， 我们便构 
在 5 外等于 0. 


这是因为55 = 0 (边缘 S 是个闭链).挑出其他变量 
造了类似的形式并可利用它们证明 

b ) 函数/在 D 外处处为 0. 事实上，在 C n VD 中〉 maxICil 的部分，形式 
(7) 非异，故而可以利用等式 （8). 对于属于这个部分的我们有 


，之 n 


之 2, 


df 


df 


r \ — , 

OZ2 


dz 


n 


f { z ) — / fu)uB = / d ( fQi ) = 0 


s 


s 


(我们再次利用斯托克斯公式，并且 S 为闭链).然而所提到的万的补^部分包含了 

内点，而又因为由条件知此补集连通，故由唯一性定理在整个补集上/三 0. 

) 我们最后将证明函数/的边界值等于所给出的/的边界值.考虑到马丁内利 
博赫纳核的性质（第29目的公式（8))，我们可以对任意和任意 z S 写出 

f ( z )- x ( z ) f ( C °) = f [/( C ) - /( C °)]^ mb ( C -^), 


c 




( 10 ) 


s 


其中 X 为区域 D 的特征函数. 

如果证明了 （ lo ) 式右端在点 f 为连续，则此断言得证：事实上,从 d 外2 — c G 
时右端的极限值显然 为零； 由于连续性从 D 内 

C 0 ，： e D 时 /㈤ — /( C 0 )* 

因此，还需证明在点 C G 函数 


C 0 时极限值等于零，即当 


9 ( z ) = / [/( C ) - /( C °)]^ mb(C ~ z ) 


s 


的连续性.为此，我们首先注意存在有积分 

Sf ( C 0 ) = f [/( C ) - /( C °)]^ mb(C - C 0 )- 


( 11 ) 


S 
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事实上，这个积分是沿 (2 n - l ) 维曲面对出现在形式 W MB 中微分形式的乘积 dCW]AdC 
取的，它具有 （2 n - 1) 维体积元的大小.这些乘积的因子 

1/(0-/(C°)l 

IC-C°l 2n 


(C-O 


，这是因为/ e CHS ), 从而 /( c ) - /( C G ) 作为 C , -CM 


的阶不大于 l/IC - C 

有的阶不小于 | C - C °|. 所以 （11) 中被积函数趋向无穷的阶至少比维数少1，从而积 

分 （11) 收敛 


0 1 2?t / _ 2 


1) 


进一步的证明按分析的常规方法进行，我们仅点到为止.差 


1/(0 - /( C °)|[^ mb(C - z ) - ^ mb(C - C 0 )] 


q ( z ) ~ ^(C°) 


s 


可被分成两部分，分别是沿的充分小（相对而言）邻域 C 7 上的积分和这个边界的 
剩余部分上的积分.由于已证明的积分 （11) 的收敛性，第一部分可以认为很小， 
而在 SV 7 上的积分中的核是连续的，从而如果点2充分靠近 c G ， 则此积分可以任意 


□ 


1时却不能进行，这是因为与马丁内利-博赫纳 
形式不同，柯西形式 dC/(C - 2) 当 z G D 时不是 3 D 上的恰当形式（故不能在 n = 1 
时按公式⑺构造％).积分 


n 




f ( z ) = 


2 ni 


— z 


8 D 


当然在 z ^ dD 时为全纯,然而/在万外却不必为零 2) . 

作为博赫纳-塞韦里定理的应用例题,我们来证明高维复分析的一个基本定理， 
即关于紧奇点集的消去定理. 


定理 3. 如果函数/在区域 DcC n ( n > l ) 中处处全纯但可能要除去一个不 
分离该区域的一个集合 K 运 D (就是使 D \ K 连通)，则/可延拓到整个区域 D . 


证明 .在 D \ K 中选取两个 （2 n - 1) 维的超曲面&和 S 2 , 使得它们分别为 
区域 Gi 和 G 2 的边界，而这些区域的补集为连通并使 K ^ G 2 , 以及夹层 
G = G 2 \ G x ^ D (m 31). 因为/在 G 中全纯，故由马丁内利-博赫纳公式，对 

6 G 有 


% 


( 12 ) 


/( CVmb(C ~ z ) ~ 


/( CVmb(C - 


/⑻= 


Si 


S 2 


转到在 s 上以为极点的极坐标上可以更容易相信这一点 
2 )参看卷 I 第 II 章的问题1和 3. 
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早 


按同一个理由，在 &和& 上满足了柯西-黎曼切向方程 

df AdClsi = df AdQs 2 = °- 


D 


图 31 


因为 2 位于 曲面& 之外，故由定理 2 知公式 （12) 中的第二个积分等于零,从 
而对所有2 € G 有 


f(z) = / /(C ) 山 MB(C — 之） 

Js 2 

然而由同一个定理，在 （13) 右端的积分代表了一个在 G 2 中处处全纯并在 G 2 \/ T 中 
等于/的一个函数.因为按所设条件 D \ K 为连通，故此函数给出了 /在整个区域 

D 上的延拓 .口 


(13) 


注.在定理3中 K 不分离区域的条件是不可或 缺的： 设 K = 


为球 


Z 


2 


i \ z \ < 为 0 ，在 


面，而 D < 1} 为 c n 中的球， 

< l } 为1，从而在 D \ K 中全纯，但不能全纯地延拓到 D 


1;于是函数/，它在 


n > 


—\z 


2 


由此定理看出 ， n ^ 2个变量的全纯函数不可能有孤立奇点：这类函数的奇点 
(如果它们不分离区域）必定超越了该区域的边缘或者到达了无穷远 

关于复奇点消去的定理（定理 3) 涉及许多多复变分析的最重要的结果.第一个 

被正式阐述但并不完全令人信服的证明属于哈托格斯 （1906 年)； 1907年庞加莱对 

C 2 中的球证明了它（在有界球面的邻域中全纯的函数全纯地延拓到整个球).对这 

个定理稍后的证明出现在奥斯古德 ( Osgood ) 的教科书 （1924 年） 和布朗 ( Brown ) 的 
著作 （1936 年） 中.我们上面给出的证明基于博赫纳和塞韦里 （1943 年） 更后来的 


1 ) 


结果 


* 证明后面的强化的刘维尔 ( Liouville ) 定理. • 如果 n 彡2个变量的函数在球 {| z | <柯外 
全纯并有界，则其为常数.木 

比较：在平面^上的函数/ = 具有奇点{0}，而在空间 { z , w ) 有奇异的复直线 {z = 0}，它 

扩展到了无穷远. 
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32. 哈托格斯定理和奇点的可去性 

在下面具有必然性的解析延拓的定理中，这个延拓由柯西积分实现 


定理 1 (哈托格斯) • 设给出了区域 GcC m ⑷, G 0 CG 和多圆盘 [7 cC n ⑼)， 
其骨架为 r ; 我们又记 u 9 = u \ jr,M = {Gx r ) u ( G 0 x [/•)• 如果函数/ 

1) 在 g x r 中连续,并且对任意 u ； € r 在 g 中全纯. 

2) 对任意 zeGo^U 中全纯并在 [/• 中连续,则它可全纯地延拓到区域 GxU 

中（参看图32,其中 


M —C 


1) 


m 


n 






证明. 我们考虑由柯西重积分定义的函数 




F(z,w ) = 


( i ) 


duo 


(2jiz) 


r 




它的被积函数 


对任意固定的参数值 (z,w) e G x [/在 r 上连续，并对任意 
x ； 全纯依赖于这些 参量； 由第5目的引理知函数 F 也在乘积 GxU 中全纯.然而在 

固定 zeGoH , 由条件 2) 函数/在 [/ 中由其柯西积分代表，因此在 G 0 x [/ 中有 


f ( z ^) 


1 


f (、 w ) = 


du = F(z^w) 


( 2 ) 


(2ni) 

于是函数 F 是 / 在区域 Gxi 7 中的全纯延拓. □ 


W 


LO 


r 


利用哈托格斯定理（或者利用他的方法）我们将证明三个关于奇点可去性的定 
理，其中加在可去性集合上的条件一个比一个强，而加在函数上的条件却一个比一 
个弱.它们中的前两个对 n = 1也成立. 


定理 2. 如果函数/在区域 DcC n 中连续并且在 D \ S 中全纯，其中 S 为光 
滑的实超曲面 ' 则它在 D 中全纯. 

^在打二1时为光滑曲线. 
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证明. 只需证明在任意点 a G S 函数/全纯即可，且不失一般性可设此点为 

0 ,并假定在此点的邻域中 S 由方程 

^为光滑的实函数（图 33). 因为 ^(0,0) = 0,故由 p 的连续性知，对任意/? > 0存 
在 a > 0和多圆盘 [/ C G U , 使得 \ ip ( x u w )\ < p 对所有 

G U 成立.选取;0充分小和充分靠近它的7 > /?,我们得到区域 Go xU 属于 

A 其中 Go = {^1 G C : | xx | < a ,/? < yi < 7 }, 并且在 G 0 xU 中没有 S 的点，即 

fe ^(Go x U ). 


(之2， • . • ，之 n )， 向' 


yi = 


和 


x\ < a 


w 


另 一 方面，对固定的 w eU , 函数 f ( zi , w ) 在矩形 C ? = {| xi | < a ,\ yi \ < 7 } 中处 

并且在 G 中连续.由此得到（参看卷 I 第 


处全纯，但需去掉光滑曲线 

42目的引理的证明)， f ( z u w ) 对于固定的 wgU 在 G 中全纯.由哈托格斯定理我们 


Vi = 


得出结论说，/在包含点 z = 0 的区域 GxUcC n 中全纯. □ 


下面的定理是可去奇点定理的推广，在这些奇点的邻域中这个全纯函数是有界 
的； 有时称其为关于延拓的黎 曼定理 （在 n = 1 时，是由孤立点组成的解析集合). 


定理 3. 如果函数/在 D \ A 全纯,其中 D 为 C n 中的区域，而 A 为余维 1 的 
解析集，并且/在乂的点上为局部有界 1 \则它可以以唯一的方式延拓到 P 中的 
全纯函数. 


证明. 因为集合 D \ A 连通（参看第24目)，故延拓的唯一性是显然的.只需证 

A 可以全纯延拓即可，不妨设此点 a 等于 0 . 可以假定在 0 的 


明/在任意点 

邻域中定义集合 A 的函数 0 满足条件 g { f 0, z n ) ^ 0 . 于是存在具充分小半径的圆 

}，在其上 g (% z n )^0, 从而 gCz ， z n ) 參0 对于充分小邻域 W C C^ 1 中的 


a G 


W z n 


和 


r -LV __JI . 

成兑 


之 n 


>这表示，对每个点 A 存在邻域 14 使得/在 ( D \ A ) Pi u z 中有界 
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考虑柯西积分 


f(%C n ) 


⑶ 


F ( z ) 




Cn — 


2ni 


{IC”,l= r } 

对于 4 e V ，因为点 (z f Xn)e D\A, 且因为在其中 g^O, 故积分号中的函数斤 2 , Q 
对于？为 全纯. 故 F 对 W 中的 b 全纯，而对〜它在圆盘 C/ n = {\z n \ < r} 中全纯， 
所以 F 在区域 U = f U xU n 中全纯.然而对于固定的 k dC /， 函数 g { f z , z n ) 在圆 

盘 C4 中有有限个对应于4中点的零点.因为由定理的条件，函数/在这些点的邻 
域中有界,故对于〜而言奇点已消去.在消去这些奇点后，函数 f (： z , z n ) 在圆盘 C/ n 
中由在圆丨 |2 n | = r } 上取值的柯西积分表示，故与函数 F 相合，而它在区域 U 30 

中全纯 .口 

最后的这个定理只对77 > 1成立，并且它关系到具必然性的解析延拓，这是因 

为在其中并没有对函数加上任何附加条件. 


定理 4. 如果/在 D \ A 中全纯，其中 D 为 C n (n > 1) 中的区域，而 A 为余维 
不小于2的解析集，则它以唯一的方式延拓到 D 中的全纯函数. 


证明. 首先，延拓的唯一性是显然的.对于延拓的可能性，我们将对集合 Z 的 
复维数进行归纳证明，按假设，它的维数 m 彡 n - 2 .如果4为零维 （m = 0), 则它由 

孤立点组成（由第24目定理6知)，而/在它们中每点的可延拓性可从紧奇点的可 
去性定理（第31目定理 3) 得到. 

设断言已对小于 m ^ n - 2得证，并且 A 为维数等于 m 的集合.我们来证明 
/在任意正则点 a G .4° 的可延拓性，在此不妨设其为 0 . 因为在0 的邻域 A 为 
余维不小于2的复流形，则（可能在经过复线性坐标变换之后）可以找到两个在点 

"0 e 2 的邻域 〃[/ 中的全纯函 数仍和 ％，使得 z n _ i - gi { , f z ) m Z n - g 2 { ff z ) 在 

A 上化为零，其中 n Z — (^1, • * • , Z n -2) 

设仍 (" o ) 二仍 ("0) 二0和 


( Z n ~ l ,^ n )； 于是对充分小的 r > 0时，环面 
} 位于中，从而函数 


之 n 


71—1 


fC%0 


F (" z , w ) = 


⑷ 


d ( 


2 


(2ni) 

对所有 "2 G 〃[/和所有双圆盘 t/ 2 = {| 2 n _!|< r ,| z n |< r } 中的点 w 为全纯.然而对 

固定的 '，只有当 ^ n-l = 9l ( f ， z ) 和之 n =仍⑺时，点 C % w ) G 因此作为切的 

函数 F 只可能有可去的奇点.故而 F 二/，即/在点0 全纯地被延拓. 

/在4的正则点集中的延拓性己经得证,而因为临界点集构成了维数小于 
m 的解析集,故由归纳假定/在这些点也被延拓 .口 


Q-w 


氺证明，在 C 2 \ R 2 中全纯的函数/可延拓为整函数.氺 

某种更一般的有关延拓的定理我们将在下一节中进行推导.它们与全纯（区）域 
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的概念有关，我们将转而研究它们 


§12. 全纯域 


全纯域是那样的区域，在其中存在有全纯函数，它不能被解析延拓到该区域之 
外.上一节的那些定理表明在72 > 1的空间 C n 中并非任一个区域都是全纯域，我们 

将在这里着手研究这种区域的特点和性质. 


33. 全纯域的概念 

必然性解析延拓的影响自然地导致了下面的定义 


定义 1 . 称包含区域 D 的区域 G 为 D 的全 纯扩张 是说任意函数/ e 6[ D ) 可 
延拓为 G 中的全纯函数. 


可以清楚看到，这个定义只在空间的情形才有意义.这种情形的令人感兴趣的 
特别之处由下面简单的定理表现出来. 


定理 1. 如果 G 为区域乃的全纯扩张,则任意函数/ e & [ D ) 的延拓在 G\D 

中只取那些 f 在 D 中所取的值. 


证明. 设若相反，某个函数/ e 在 G \ D 中取了某个它不在 D 中取的值 

于是函 数 〆 ; 2；) 


显然在 D 中全纯，但不能解析延拓至 G ， 这是因为 


^ 0 - 


f(z) - Wo 

在 G \ D 中某个点它将变为无穷.这与定义1 矛盾. □ 


推论 . 有界区域 DcC n 的全纯扩张 G 也是有界区域 


(点^的坐标）在 G 中的取值是与其在 D 中 


证明 . 由定理1,函数 f“z) 

的取值相同， BP 


( 1 ) 


sup 1^1 = sup |^|, 


1， 


，n 




• • 


然而因为 D 有界，故 （1) 的右端有限，从而左端有限，即 G 有界 .口 

全纯域不能简单地理解为与其自己在中的全纯扩张相同.问题在于， C n 中 
区域的函数的解析延拓可能导致多叶的黎曼区域,我们曾在第22目中考虑过它 • 

例题 . 设 D C C 2 为单连通区域，其哈托格斯图展示在图 34 中，这是个圆柱 

1 ，|之2!〈 2}，但去掉了正方形 I 二 {0 < < 1， yi = 0, | 之2丨 < i}，n 二 

{0 彡 "1 < l，xi — 0, 1 ^ \z^\ < 2} 和扇形 5 = {\z\\ < l，xi 彡 0,y\ ^ 0, \z^\ — 1}. 

由哈托格斯定理，每个函数/ G 可以通过扇形 S 被解析延拓，既从上往下也 


{^1 + v \ 
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从下往上 1 事实上，例如我们考虑第一种延拓方式（从上往下)：函数/在半圆盘 

\ z 2 \ = 2- e } 和线段 = z ^\ z 2 \^2- e } 的邻域中全纯, 

其中 | 2 ?| < l , x ? > 0,W < 0 ,因此被延拓到 E x {\ z 2 \ <2 — 4 . 

在这样的延拓下我们重新又到了区域 D 中，但是该函数不必取它以前所具有的 
同一个值.事实上，例如我们考虑函数 fo ( zi , z 2 卜 Vi 15 它被看作在 D 中连续的根 
的一个分支;这个分支在半轴 rri > 0上取正值。显然它在 D 全纯，并且在图中的 
点 A 和 B 取了具不同符号的值,其中 A 和 B 投射到平面 q 中同一个点 P 但位于 

S 的不同的面上（在 D 上从 A 过渡到 B 时我们应将 arg ^改变 2jt ). 另一方面，由 
哈托格斯定理知， f 0 经 S 的延拓（像前面所描述的那样）得到的，譬如在点 B 和它 
在点 A 的延拓应该是同一个值. 

所以，/ 0 的延拓把我们引向了多值 函数; 我们不想讨论这些函数,我们应该把这 
些延拓了的值带到 D 的第二个样本上,然后与第 一 个样本沿集合 S 粘合. 


这个例题中的区域 D 不是个全纯域，虽然它没有到 C 2 中区域的全纯扩张.为 
了避免出现类似的现象，我们应该在定义全纯区域时,不仅对函数本身，而且对它在 
部分区域上，比如包含在该区域中的球上的限制排除解析延拓到区域界限之外的可 


能性 


定义 2 . 称区域 DdC n 为函数 / 的全纯区域 是说，如果/ G G [ U ) 并且对任 

意点 z ° e D , f 在球 B ( z °, r ) 的限制不能解析延拓到球 B ( z °, ri ), 其中 r 为 z 0 到 
dD 的距离,而 n > r . 称区域 D 为 全纯域 是说，如果它是某个函数的全纯域. 


我们着手研究描述全纯域的特征条件，就从简单的充分条件开始.我们称在区域 
D cC n 的一个边界点 C 存在一个障碍是说,如果对任意集合 K 运 D 及任意 €>0 

~~为简明起见，我们在谈及展示在哈托格斯图上的集合时总理解为相应的€ 2 中的 集合- 



章解析延拓 


166 


存在函数分 e e { p \ 使得 || p|u 


\ g { z )\ 彡 1 而 \ g ( z )\ > 1 对某个点 2 g B ( C , e ) 


— max 

zeK 


成立 


显然，如果函数/ e 0{ D ) 在点 C edD 无界（即对某个序列 
有 fi zly ) ~ > °°)»则在此点存在 一 个 障碍. 事实上，对任意 K 启 D 和5 > 0 可以取 
g ( z ) = f ( z )/\\ f \\ K . 其逆命题也成立，但有下面更强的形式： 


G z 


定理 2 . 对任意一个包含障碍的 点集五 C ^ 0 ,存在函数/ G 它在 E 的 

所有点均无界. 


证明. 首先我们注意到存在 3 D 中最多可数个点的集合处处稠于 E ， 而且在它 
上无界的函数必在£上也无界.所以可以认为 E 最多为一可数集.在此假设下,我 
们来构造一个序列 C ^ E 使得 E 中每个点在其中出现无穷多次 1 现在为了证明 
此定理只需找到函数/ G &{ B ) 及点序列 z v 使得 

我们以归纳法构造: 1 ) 一个递增集合序列 Kp 启 D , 并穷竭了 A 即 \ JK , = D , 

2 ) 点 eD 使得 I ' - Cl < 1 /" 和 3) 函数九€ &{ D ) 使得 口 


r 卜 0 和 /(') 


— OO . 




《 1 ，而 \ fv { z V )\ > 1 


⑵ 


为此选取 Ki 为 D 中任一个紧集，并按障碍的定义，在点 C 1 存在函数 A e 0 ( D ) 和 
点、 z 1 G D 使得 I2 1 — d < 1 和 \ fi { zl )\ > 1 ^ ||/ i \\ ki - 现在假定这种构造已经对所 
有 " < p - 1 做好，我们取 


} u (^ 


U— 1 


K u — K v — i \^ \ z E D : p { z ^ dD ) ^ — 7 1^| ^ 


，之 


ci < i /^ 和 


并按障碍的定义知，在 r 存在函数九 e ^( D ) 和点 'e D ， 使得 
满足条件 （ 2 ). 我们构造的可能性已得证. 

最后，考虑到 \ Uz ^)\ > 1 ,我们选取一个自然数的序列仏（从仍= 1 开始）使 


Z 




得其满足不等式 


1 ^ 1 
声 ㈤ 


⑶ 


M ^ 2, 


并考虑级数 


f( z ) = 51 ^{M Z )} P 

1^=1 

对任意 2 G i ^， 我们有 \ U { z )\ 彡 1， 其中 P 彡 / i , 从而级数⑷在上一致 
收敛.因为为紧且穷竭 A 故由此得到级数 （4) 在 D 中处处收敛，并且其和 


⑷ 


>设集合£；的点被如此编号:对已构造的序列 c 我们按这样的次序来取点：1 ; 1,2;1，2,3;-- 
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fe ^( D ) (参看第 5 目的魏尔斯特拉斯定理).最终对任意 


1,2, - .. 我们有 


/i = 


Ub ' \y 

^ - 1 u =/ jL -\-1 


v—> 丄 


M — 


P = M+1 


由此看出 /(#) 


□ 


由此定理的证明直接导出全纯域的一个充分条件 


推论.如果在 Z ? 的边界上一个处处稠密的点集上存在障碍，则 D 为全纯域 


例如，在球 S 二 {| z | < R } cC n 边界的每个点中存在障碍，这是因为存在函数 


G G{B), 


/(之）= 


k 2 -(2 ， c) 

它在点纟无界.因此球是个全纯域.可以推广这个例子 


定理 3. 任意凸区域 JDcC n 为全纯域 


证明. 由于 D 的凸性,对任意点 CedD 可以构造一个支撑超平面 Re ( z - Ca ) = 
0,它通过 （ 并且 D 位于它的一侧，而在其中取复平面 （2 - C , a ) = 0, 它也通过(：并 
不包含 D 中的点.于是函数 /( z ) = l/(z - (, a ) 在 D 中全纯并在 C 无界，即在 C 存 
在障碍.由前面的推论知 D 是个全纯域 .口 


但是凸性条件并不是全纯域的必要条件.譬如，这可以由下面的定理看到. 

定理 4. 如果认是空间 C n ( z ) 中的全纯域，而是空间 C ^ iw ) 中的类似的 
区域，则乘积认 x 是空间 C n + rn ( z , w ) 中的全纯域. 


证明. 取函数/，使为其全纯域，以及 g 是对的这种函数.于是 

f ( z ) g { w ) e & { D z x D w ) 使得认 x 仏为其全纯域 .口 


因为在 C 1 中任意区域都是全纯域，而多圆形区域是平面区域的乘积，故而我们 


有 


推论 . C n 中的多圆形区域为全纯域 


特别地，两个平面区域和乃 2 ,其中至少有一个是非凸集,譬如说1^,则它 
的乘积 D 虽然不是凸集却是个全纯域. 

在下一目中，我们将引进一个推广了的凸集概念，它比起通常的定义来说不是 
那么直观,但却给出全纯域的充分必要条件. 
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34. 全纯凸 

M n 中通常的（几何的）凸区域可以特征地描述为：任何一个闭包紧于它的集合 
的凸包也闭包紧于该区域（图 35). —个集合的凸包是所有包含这个集合的半空 
间的交集，或者换句话说,它是那样一些点的集合，在这些点上任意实线性函数所取 
的值不超过它在 K 上的极大值.可清楚看出，对 C " 中集合，实线性的函数可以换为 
复的，从而集合 K 的凸包可定义为集合 {2：|/(2)|^||/|| k ,/ 为所有复线性函数 } 
(像通常那样， ||/|| k 代表函数 Z 在集合 if 上的极大模). 


图35 


如果 D 不是全纯域，则在它的任意全纯扩张中，所有由 ^( D ) 延拓的函数只取 

它们在 D 中所取的值（参看第33目).所以在引进期望能对全纯域作特征刻画的凸 

性概念时，自然地要以并非线性的而是在整个区域全纯的函数来构建它的包.除此 
之外，因为某些函数在 D 外无定义，故它的子集的包应该只与该区域中的点有关. 

这个概念是由嘉当 （ H. Cartan ) 和图伦 （ P. Thullen) 在 1932 年提出 来的. 


定义 1. 集合 Af C 的全纯凸包是 指集合 


M = { zeD :\ f ( z )\ ^ H / IIm , 其中 / G ^( D ) 为任意 } 


( 1 ) 


定义 2. 称区域 D 为 全纯凸 是指，如果对任意闭包紧于 D 的集合 K ， 其全纯 
凸包芡也闭包紧于 D : 


⑵ 


K (g D K D 


(参看图35,在那里展示出区域的非凸性如何违反这个条件的). 

氺设 D = {\ zi \ < l ,\ z 2 \ < 1}\{|^ i | < 1/2,| z 2 | ^ 1/2} 为 C 2 中的区域， K = {zi = 
0 ,\ z 2 \ = 3/4} 为圆，其闭包紧于证明，它不是闭包紧于 D 的 .* 

在某些问题中应该考虑的不是关于 ^( D ) 中所有函$的包而仅需考虑某个子类 

Fc ^( D ) 中的函数,这时可以说成是 F - 凸包（记为 M F ) 或者凸 包域. 那么. 
如果 F 为全部 C - 线性（或 IK - 线性）函数，则凸性等同于几何凸性，如果 F 

为所有多项式或有理函数， 则 称之为 多项式凸包或有理凸包. 

显然，类 F 越广,则被要求满足不等式 （2) 的函数集就越大，故而集合的 F -凸 
包越窄，从而凸区域的类就越大.特别地，所有凸区域都是多项式凸，所有多项 
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式凸为全纯凸 


例题. 

(1) 我们来解释在平面情形的嵌入.任意区域 Dec 1 为全纯凸，而多项式凸仅 
为其在 C 1 中补集为连通的那些区域（请证明!) . 几何凸区域的类窄于多项式凸的类. 
形象地说，过渡到平面区域的多项式包可化为填满它上面的“洞”，而过渡到（几何) 
凸包则化为填满靠近边界的“凹隔”处. 

(2) 任意解析多面体（参看第 SO 目） 


1，…，#}， 


U = {zeD ： \W u {z)\<l, 

其中函数队 e e { D \ 是相对于类 嘲 的凸集.事实上，如果 k ^ n , 则对任意 

,7 V , 我们有 ||^| k ^ r < l . 则按6-凸包的定义有 


V 


鲁 • 


W v { z )\ ^ sup \ W u { z )\ ^ r . 


sup 


而由此得到 K e <&n 


正如我们现在将要明白的,全纯凸确实是全纯域的充分必要条件. 
定理1 (嘉当-图 伦). 如果区域 DGC n 全纯凸， 则 它为全纯域. 


证明. 以完全类似上一目中关于障碍的定理的证明那样进行.作为那里的£：， 
必须取成在 3 D 上处处稠密的可数集，并且按照那里所提出的办法排序.紧集同 
样由归纳法构造,只是点'和函数九以另外的想法进行选取：由于区域 C 的全纯 
凸性，包瓦€ A 故而存在点，€ 并且函数如 e &{ D ) 使得 

\ 9 v { z v )\ ^ ||^ IIk ,, 我们又令 fv ( z ) = Qv ^ IWquWk ^ {y = 1，2,…） • 证明的结尾部分 

仍保持原来的样子，而函数 


f ( z ) = ^2 ⑻ } p " 

iy=l 

全纯于 A 并且在趋近 E 中所有点时无限增大，即 D 是个全纯域. □ 


(3) 


注. 显然,在这个定理中全纯凸性可以被替换成对于任意类 F c &{ D ) 的凸性 
特别地，如果 F 为线性函数类，我们则重新得到了上一目的定理 3. 


全纯凸性条件的必要性的证明基于一个被称为同步延拓的引理，它也独立地具 

有自身的兴趣. 

弓 I 理. 设 K 启 D ， 且 P = p { K , dD ) 是在多圆盘度量下从 K 到边界的距离 • 

对全纯凸包 K 中任意点 a ， 任意函数 f e ^( D ) 可全纯延拓到多圆盘 C /( a , p ). 
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具本质性的一点是，多圆盘 U { a , p ) 可以超越区域 D 的范围之外（参看图 36 的 
图示 )； 这个多圆盘的半径不依赖于单个的函数/ G ^( D ) 而只由 K 到的距离 


决定 


证明. 因为 a e 故在 a 的邻域中任意函数/ G & ( D ) 可用泰勒级数表示 


f ( z ) = c k { z - a ) k , 


⑷ 


\ k \=0 


8^f 


但因为 aeK ^ 


其中 


D k f \ a , D k f 


Cfc = TT 


dz k 


k \ 


\ D k f\ a ^ \\ D k f \\ K , 




即在点 a 导数的估值化成了它们在 K 上的估值. 

我们选取数 r < p 并以 / T ' 表示集合 K 的 r -膨胀（即所有多圆盘 U ( z , r ) 对 
所有 zeK 的并).因为启 D ， 故/在其上有界，记 


M f ( r ) = \\ f\\ K 


( 6 ) 


如果2 €圹则 U ( z , r ) C K \ 并且对⑸的右端导数的估值可以利用柯西不等式 

( 第 5 目）： 


M f ( r ) 


y\\D k f\\K ^ 

现选取任一 n < r; 对于任意点 2 G U ( a , ri ) 有 


\ c k ( z - a ) k \ ^ Mfir ^ rx / r )^ 1 , 


⑺ 


由此看出，级数⑷在多圆盘 C/(a,n) 中收敛.因为数 r 和 n 可以取得任意地靠 
近 p , 故 （ 4) 在 (/(a, p ) 中处处收敛.这个级数从而给出了函数/的所需要的全纯延 

拓. □ 


由此引理立即得到了全纯凸条件的必要性 


定理2 (嘉当-图伦) • 任意全纯域 D GC n 为全纯凸 
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证明. 取任意一个集合 K € D ， 并记 P = p ( K , dD ). 因为 ^( D ) 包含了所有的 
坐标〜，故全纯凸包 K 有界.另外，因为由上面的引理知， G ( D ) 中的任意函数被全 
纯地延拓到 K 的膨胀，从而是一个函数/ G & 它没有延拓到 D 之外，故这 

个膨胀属于 D ， 即兗运从 口 


注. 在同步延拓引理中， 0{ D ) 可以换为任意的类 F ， 与它的每一个函数/ 一起 
的还应包含它的所有的导数.为了使定理2成立还需要使这个类包含所有坐标 
没有这个补充的假定，它可能对于非有界区域不成立.例如，如果 A C C 为函数/ 
的全纯域,其中/为变量 q 的函数，故 D 二 A x C 就是那样的全纯域但它对于类 
F 不是凸的,其中 F 由/和它的对;^的导数构成（例如集合 x {|勿| < 1} 的 F 
凸包为 K x C ， 其中 K ㊣ D x ). 




由同步延拓引理也可以得到一个全纯凸域的判别法,着重的是它与几何凸的相 
似性：这是那样的区域，在其中从紧子集到它们全纯凸包的过程中没有减少它们到 
边缘的距离.形象地说，这种过程由填满这些子集的“洞”和“凹隔”构成. 


定理 3. 对于区域 DCC - 为全纯凸的充分必要条件是对所有集合 K <^ D ^ 


p(K, dD) - p(K, dD) 


⑻ 


证明. 条件 （8) 的充分性是显然的.为了证明必要性，我们注意到 （8) 的左 
端总不超过它的右端，而如果那里确是一个不等式，则在安中能找到点 a ， 它满 

足 p(a,dD) < p(K,dD). 然而根据引理，任意函数/便被延拓到中心为 a 半径为 
p{K, dD) 的多圆盘，就是说已在区域 D 的范围之外了，从而 D 不可能是全纯域. □ 


35. 全纯域的性质 


C n 中的全纯域就是全纯凸域.我们给出它们的一些性质，这是凸区域的已知性 


质的推广 


定理 1. 设 D a ，a e 为中一个任意的全纯域的族，并且 G = f ] D a 
它们的交，则开核占的每个连通分支乃是全纯域 


证明. 设 K 启 D ; 因为 ^( D a ) 中的每个函数均全纯于 A 故 ^{ D ) D ^( D a ), 

对所有 a E A 成立•故 p ( K ^^, dD a ) ^ p ( K ^^ d ix ) , dD ^), 从 


从而 K 

而由的全纯凸性，对于所有 a 有 piK ^. dD ^) ^ P ( K ， dD a ) > P ( K , dD ) •如 
果 D 不是全纯域，则对某个 K 便会有 p ( K ^ ( D ) , dB a ) < P ( K , dD ), 与已证明过的事 

实矛盾 .口 


cK 


^(D) 
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与交集不同，全纯域的并不必再是这样的区域（比较凸区域的相应性质).这从 
简单的例子：< 1，|剣 < 2} 和< 2,| z 2 | < 1} 可看 清楚； 它们都是 C 2 中的 

全纯域,而它们的并却不是（在第7目已证过). 

但是对于递增的全纯域序列的并却成立（这与凸集情形一样).为了证明它我们 
需要一个定理，它是龙格定理（卷 I ,第23目）的推广，它也具有自身的兴趣. 

定理2 ( R 洁-韦伊 ( Oka - Weil )). 设 D 为 中 的任意区域 ， K [ D 为紧 
并与其对于类 G { D ) 的凸包 重合： 


( 1 ) 


K = K 


6(D) 


于是任意全纯于 K (即在其某个邻域中）的函数/可被 &{ D ) 中函数在 K 上一致 


逼近 


证明 .设/在紧集 K 的邻域 UCD 中全纯， V (^u 为 K 的另一个邻域.根据 
凸包的定义，对任意点 CedV 存在函数 W c (z) e G{D) 使得|%(0|〉1〉 \\W C \\ K . 
因为撕为紧，故存在有限个函数 (j = 1 , …， N ) 使得对所有 CedV ^ 

l%(C)l 〉1，而 llWIk < 1- 

现在考虑解析多面体 


max 


U = {zeV ： \W j (z)\<lJ = l r - 


⑵ 


它包含了尺并闭包紧地含在 v 中. 函数/在 n 的邻域中全纯，由（第加目的）韦 
伊定理知它在 K 上由 G ( D ) 中的函数一致地逼近 .口 


1时,条件 （1) 意味着紧集 K 不分离区域 D ， 其中 D 是单连通的 


注. 在 


由此看出，第一,这个条件是不可或缺的,第二，定理2实际上推广了龙格定理 


推论. 任意紧集 K ㊁ D 的包 K _ 的任一连通分支与 K 有非空的交 

证明. 设£ :为 K^{d) 的一个连通分支，并且 Ef]K 
开集 C 7 ：) K 和 V 3 £；，使得 U\JV. 我们考虑全纯于 U\JV 的函数/, 

在 f / 上为0而在 V 上为 1. 由定理2,存在 6( D ) 使得11/ -^11- 
地,对任意点 z ° eE 我们有 


于是存在不相交的 


=0 


特别 


< — 


2 




\g(z°)\ > 1/2 > I^IIk, 


而这与五 C 相矛盾. □ 


我们现在来证明前面所提到的定理 
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§12 


定理 3 (贝恩克-施坦 （ Behnke - Stein )). 递增的全纯域 


⑶ 


(£ D v (g 


D\ (I Z>2 巨 


♦ 暑暑 


# _ _ 


的并 D 也是全纯域 


证明. 首先以有界区域替换 iV 为此,我们固定点 a e 仏，并以代表示开集 
D v f]{\z - a \< v ) 中包含 a 的连通分支——按定理1，代是全纯区域，显然，像前 

面那样，有％巨 Dl +1 m D = UD f v . 

进一步,从序列圮中选取子序列二 G 使得对所有 p 二1,2,…满足条件 


sup p ( z ^ dG lf ^- i ) < p(G 

V— 1 -i V-\-l) 

z^dGu 


⑷ 


我们以归纳法证明这种选取的可能性.令(^ = z ^， 并选取 P 2 如此之大使得 g 2 

有 


p { z , dD ) < p { G u dD ): 在此之后我们选取 p 3 , 使得区域 G 3 = 的 


sup 

zEdG 2 


边界如此靠近⑽，使得前面那个不等式可以换为在 3 G 3 上的不等式 sup P ( z ， dG 3 ) 

zGdGs 

< p ( G u dG s ). 设己对所有 小于〃 的自然数选好了 我们现在来选取&使= 

D ' 满足 


V 


sup p ( z ， dD ) < p ( G v - i ^ dD )^ 

z ^ lGu 


(5) 


然后再选取 
被换成 dG v + u 从而得到了⑷. 

因为 G^-i d G ^ +1 且 G v+1 (作为全纯域）为对于类 e { G v ^{) 的凸集，故由第 

34目的定理3,对于凸包 G 


使 D 


g v , x 如此靠近况 d 使在最后面的这个不等式中的 ao 


Vv^rX 


Pl^+l 


有 


= ( G ,- i ) 


v — 1 




p(G*_i i dG Iy ^-i) = p{G u -1 , 3G v a.\ ) 


( 6 ) 


但由⑷得到，对于任意点 a edG v ^ 


p(a^ dG^j^i) < p(G ly ^i,dG l/ ^i), 


即^^与 G *_ x 不相交.根据定理 2 的推论我们得到 


⑺ 


G 


运 G v ， v — 1,2, 


我们需要证明区 g D 为全纯凸.为此我们固定任意一个紧集 K [ D , 且记 

p { K , 3 D ) 并证明 K ^ {d) C { zeD : p ( z , dD ) ^ r } = D r , 这就是我们所要证明的. 

设 a G D \ D r 为任意点，且 


一 .一 


p ( a , dD ) < r , 于是存在 " 〉 1 使得 K \ J { a } C 

G ^— :和 p ( a , DG ^) < p ( K , dG ^. 根据第 34 目的定理 3 ,由此得出 a 不属于= 


ri 
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K mGtth 从而存在函数 /o e ^( G m ), 使得 |/o(a)| > ll/olk. 乘其以某个适当的常数, 
我们可以认为 


|/ o ⑷ I 〉 c+1 ， 而 \\ M\k < C - 1, 


⑻ 


的邻域中全纯，并且根 

据定理2,它可以在上被 ^( G m + i ) 中的函数所一致逼近，即存在函数 /i 

^ +1 )使得 || 八 - fo\\c 
fj e l < j ^ fc, 其满足 


其中 


1. 根据⑺，函数/ 0 在 G 


= ( G /X-l) 


C > 


f. 1 — l 


沒 (GVm) 


G 


进而我们进行 归纳： 我们假定已经构造了函数 


< 




2 


⑼ 


Wfj - fj 


< — 


— 1 G 


2 J 


的邻域中全纯，故由定理2存在函数 f k+1 


因为根据⑺，函数 fk 在 G 
^( G M + k +1 ), 它满足 j = k + l 时的条件 （9); 于是 序列乃 的存在性得证 


G 


— 1 


由所作的构造,对所有 k ^ O 级数 


a + (fj - fj ~ i ) 


( 10 ) 


3= k+l 


上一致收敛.由于它的和显然不 
穷竭了区域 A 则/ e &( D ). 另外，由于⑻和⑼ 


由那些在 G ^ k 中全纯的函数构成，而它在 G 
依赖于 fc ， 而诸集合 G 


1 


"+/c — 1 


1/⑷I > l/o ⑷I - [ \fj - fj 


> C ， 


— 1 


WfWK^WfoWK^Wfj-fj-lWK 


< C ， 


从而 ci 豸因为 a 是 D \ D r 中的任意点，故 K ^ d ) C D r . □ 


最后，我们将证明简单而重要的一个事实，它建立了全纯区域对于双全纯映射 
下的不变性. 

定理 4. 如果 DcC n 为全纯域， IT 为其在双全纯映射 w 下的像，则也是 


全纯域 


证明. 设启 ZT ， 于是由 p 的同胚性可知集合 K 二^ 1 ^*) ^ A 而因为 
D 为全纯域，则 K e{D) ^ D . 


容易看出 


( 11 ) 


W (心⑼）〕 K e{D 


) 
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§13 


事实上，如果某个点 

◎(D) 使得 \f(z)\ > ll / lk ; 我们记 g = f 
而这意味着， u ? e D*\K 


( w ) e D \ K , 并存在函数 / e 

，显然 ， p e 0( D *) 且 I 夕 ㈣ I > \\ g \\ K -, 


D *\ ip ( K ^ D) ), 则 


W G 


=r (p 




0{D*) m 

由 K mD) ^ D , 我们得出 结论： if ( K e{D) ) d D \ 并由 （11)， 有 K 


^ D \ 因 


e ( D *) 


此， D * 为全纯凸，从而是个全纯域. □ 


§13. 伪凸域 


在这里我们来了解全纯凸概念的另一种解释，它有两个重要的优点：第一,这个 
概念可以局部地阐述（并且在此形式下它容易被验证)，第二，它可以用几何的语言 

自然地表达. 


36. 连续性原理 

我们仍以一个关于必然性的解析延拓的定理着手.为了阐述它，我们约定称某 
个区域 GcC m (m<n) 在非退化全纯映射 


⑴ 


G->C 




的像为空间 C n 中一个 m 维全纯曲面 S . 特别，当 
果 G C C 还是个圆盘并且 w 在 G 上连续则称 S = cp { G ) 为全纯圆盘. 我们记得, 所 

的秩等于 m . 称曲面 


1时这是 条全纯曲线， 而如 


m = 


d(p 


谓映射 （1) 为 非退化 是说在 G 的所有点上雅可比矩阵 


dz v 


(1) 为 有界是 说集合 S 二 p ( G ) 在 C n 中 有界. 

对于有界全纯曲面成立下面的 极大模原理. 

如果函数/在某个包含了有界全纯曲面 S 的区域 c / cc n 全纯，并在其闭包 S 
(在 C 71 的拓扑下）上连续，则 


( 2 ) 


sup |/| ^ sup |/|, 


dS 


其中55 = S \ S . 

事实上，如果在某点 b E S 达到 sup |/| > sup |/|,则存在点 a G C G, 使 

S dS 

在 G 中全纯的函数 /◦ w 的模达到极大值.但是因此而有在 S 上/三常数，而这与 

点6的选取矛盾. 

另外，我们称集合序列礼收敛于集合 M (记为札 — A /) 是说，如果对任意 
6 > 0,存在 指标冲 使得对所有 


有 


M v C M (£) 和 M C Mi e) ， 


(3) 


其中以 Af ⑷和 Ml €) 代表相应集合的膨胀（即所有多圆盘 U{z,e) 的并,其中的 
多圆盘的中心 z 为该集合中的点). 
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定理（贝恩克 - 佐默 （ Behnke»Sommer)). 设 5^ 为有界全纯曲面的序列,它 

们连同其边界都属于区域 D C C ". 如果收敛于某个集合而收敛于 

集合 r 且 r 启 Z ) (图 37). 那么任意函数/ g 全纯地延拓到集合 s 的某个邻 


域中 


ds 


S 


dS 


图37 


证明 . 因为 r 巨故存在区域 G [ D 使得 r 巨 G ; 记 p ( G ,8 D ) 

-> r 的收敛性，故存在 I / O 使得当1/ > I / O 有 


由于 


= r 


dS 


⑷ 


dS v c G 


对任意 / G ^( D ) 和任意点 2 G &，根据极大模原理有 


/WI ^ Wfhs^ 


从而由 （4), 当1/ > 时我们有 


1/⑻ K II/IIg. 

然而这表明2：，从而所有曲面&，当冲时属于凸包 G ^ D y 由同步延拓引 
理（第34目）从而得到，任意函数/ G 綱 可全纯地延拓到所有曲面&的 r - 膨 

胀於）中，其中的指标 y ^ ^ o - 

最后，由于 S 的收敛性，存在 h 彡冲使 S C si r /2) 对所有成立, 
因而, 任意 fe & {D) 可全纯地延拓到集合 s 的膨胀中 .口 

注 . 正如在证明中所看到的，在贝恩克-佐默定理中，类 & {D) 可以替换为另 
个函数类,其中的函数只要在 D 和极限集合 5| jr 的某个邻域的交上为全纯的函 

数即可. 


■_h ■ -1 _ 


称贝恩克-佐默定理为 连续性原理 1 可描述性地表达其为，在全纯曲面&的 
邻域中函数为全纯的性质在这些曲面的极限集上仍然保持不变. 

!) 贝恩克-佐默的特殊情形，即瓦^为复直线的闭子集, S 也是复直线 r d \\nij 
的闭子集,是哈托格斯证 明的； 并被称之为关于连续性的哈托格斯定理. "^ 00 
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作为应用连续性原理的例子，我们证明一个引理，我们在下一节讨论在管状区 
域中全纯函数的延拓时要用到它. 


弓 I 理•设 x °^ x l , x 2 为空间 R n ( x ) 中三个不共线的点, G : [ rr 0 ，：!： 1 ] 和 Z 2 = [ x °, x 2 ] 
为闭线段，而△二 x ° x x x 2 为闭三角形.如果函数/在集合 ( h \ Jh ) x ^ n ( y ) 的邻域 
中全纯，则它可全纯地延拓到 △ x R n (^) 的邻域中. 


换句话说,任意在三角棱柱的两个面的并的邻域中全纯的函数 /( 图 38) 必定可 
全纯延拓到整个棱柱上. 


证明.不失一般性，可设 

,0)，这是因为可由 C n ( z ) 中的线性变换达到，而此变换的系数为实数 1 只要 
证明/在集合 M = Ax R n ( y ) 中的任意点 a 可全纯延拓即可.可以假定 a 位于 M 
和实子空间切= 0} 的交集中，即在三角形△中（这可以用具纯虚坐标向量作平移 


=(0,0,…，0)， 


(1，1，0,…，0)， 


(―1，1， 


0, 


达到) 


因此必需证明/可全纯延拓到任意点 a = ( a 1? a 2 ,0,*-- ,0), 其中 ai , a 2 为实数， 
满足条件 | ai | < a 2 ^ 1 (在我们的轴的位置下，这个条件表明 a e △\{ Z 1 ( J ^2}; 当 

a G h \ Jl 2 时由假定， / 已是全纯).为了证明这点，我们引进通过点和 x 2 的抛 


物线 


ax \ 4 - (3 


⑸ 


X2 




1 — ao 


1) 并且对 


当 a 2 = 1时该抛物线退化为直线 


(为此需取 
任意 t ,0 < t < 考虑全纯曲线 


X 2 — 


— OL ^ 


Si = \z G M • Z 2 — olz^ 4~ zs — 


⑹ 


=z n = 0} 


^ 这种变换将 R n ( x ) 变到自己而不破坏这些条件和引理的断言 
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我们把变量 A 看作是&上的参数.为了证明&的有界性只需证明当 2 e & 
时，^的值在平面的有界区域中变化.但是，&在平面上的投影由条件 

(Re z \ , Re 22 ,0, • • • , 0) G A 定乂，它由形式 


kil < - yf) +1 ( 1 


⑺ 


描述，且由包含在双曲线 


2 


2 


X\ 土 


4 a 2 


2 a 


之间的有界区域界定（在图39中的阴影部分).我们还发现,在0 < t < /3时曲线 S t 
交 M n ( x ) 于属于 △ 的抛物线 


2 


⑻ 


X2 = C^X 1 -f t 


中的一段，其平行于抛物线 （5)( 图38中用虚线表出) 


xf=a{x\—y 2 x )+t 


以£表示那些 〖 G (0,/3]使/在&的邻域中为全纯的集合.它显然为开集.因 
为在充分小的 t > 0,如同在图39看到的，^的变化区域 （7) 位于 Zl =0 的点的任 

意小邻域中，从而&也位于点2 = 0的任意小邻域中，在其中由假设条件/为全纯, 
所以£非空.然而同时五也为闭.事实上，如果€ (0,列为£；的极限点，则存在 
序列 I -> S u ”U e E 、 于是路， — dS t 0 , 并且/在所有&和0心的邻域中全 

纯（我们注意到，对任意 f G (0,P],dS t 属于集合 （Zi UG ) X R n {y), 在此由所给条件, 

/为全纯).因此，我们能够应用连续性原理（见在其证明后面的附注）并得到 k 

这样一来，五三（0，问，从而/解析延拓到了办的邻域,然而办包含了点 

37. 局部伪凸性 

具 C 2 类边界的区域 D = {x G M n : cp(x) < 0} 在其边界点 a 的通常的（几何的) 
凸性是指,在这个点的充分小邻域 f / 中 d 位于切平面 r = r a (9 z >) 的 一 侧.不失一 
般性，可设 a = 0,并且 w 在点0的泰勒展式为 

(fix) = L 0 (x) -f + 0(| ： r | 2 )， 




a 


( 1 ) 


2 
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其中 Lo 为线性项全体，而 


d 2 (p 

dx^dx 


H 0 ( x ) = ^2 


( 2 ) 


rv^ rv^ 

%kj I / «jL/ 


因为在: r 上线性项 L 0 { x ) = 0, 于是凸性可由二次型 H 0 在 T 上的限制 确定： 如 
果 D 在点0为凸，则 H 0 {x)\ t > 0,而如果 H 0 (x)\ t 〉0在 x / 0成立，则 D 为凸. 

在构建这个判别法的复类比时出现了局部伪凸性这个概念.设在区域 D C C " 
的边界点 a 的邻域 C / 中，区域 D 由条件 


(3) 


Df\U ^{zeU : ip ( z ) < 0} 


dip 


dip 


# 0, 以及 z e [/: 我们称具这种性 


给出，其中 ipeC 2 ( U ), y z ^p 


dz \ 5 5 dz n 

质 的函数 W 局部定义了 在邻域 C 7 中 的区域 


不难看出，两个这样的函数 P 和4在 C / 充分小时相差一个正的因子 /I e C \ U ). 
事实上，根据除法引理（第31目）存在函数 C \ U ) 使得0 = _，而因为 W 和0 
在£/门乃都为负,而在 U \ D 为正,故在 U \8 D 上 / i 〉 0. 但在⑽上 h / 0:因为由 
同一个引理， 有屮= 其中心= 1 /h e C l ( U ), 故在 C / 处处有 h >0. 


氺设 W 在邻域 C / 中局部定义了区域证明，如果 C / 充分小，则在 t / 上为零的任意 
形式 we C k ( U ) 具有形式 o ； = ipuj u 其中 w e (^( U ) 为某个形式 .* 


在点 a = 0 的邻域中的泰勒展式为 




cp ( z ) = 2 Re Lq(z) + Re Kq(z) 4 - —Hq(z) 4 - 0 (| z | 2 )， 


⑷ 


2 


其中 


d 2 ip 

dz^dz v 


dip 


Ko ( z ) = J2 


Lo ( z ) = E 




dz v lo 


o 


d 2 (p 

dz ^& z v 


Ho ( z ) = X ； 


⑸ 




0 


为了得到这个展式，只要写出 w 按变量〜和4的泰勒展式，并且注意到因为 W 是 
实函数,那些对 A 取导数项的全体复共轭于对“取导数的那些对应项，从而在和 
号中给出了两倍的实部分即可. 

我们看到，有别于（1)，展式⑷的二阶项分成了两组: Ko ⑷和 ~ H 0 ( z ). 我 
们把第二组表示为有点不同的样子： 


d 2 (p 

dz ^ dz v 




⑹ 




Z 


^ — - 1 
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并称其为函数 W 在点 2 ：的莱维 ( Levi ) 形式.由于 p 的实性质，这是个埃尔米特形 


d 2 if d 2 ip 

dz . t dz v dz v dz ^ 


式 


从而在所有向量 u eC n 上取实数值.可直接验证它的下 


列性质 


a ) 如果 heC 2 在点 z 的邻域中为实的，则 

H z ( h ( p , cu ) = hH z (( f , uj ) + cpH z ( h , uj ) + 2 Re dip ( uj ) dh ( uj ), 


⑺ 


dip 


相似地也可这样理解 dh ( uj ) 


其中 d ( f ( uj ) = ^ ^^~叫， 

b ) 如果在点 Wz ) 的邻域中 ^ eC 2 为变量 w 的函数，则 


2 


H z ^oip^u) = ^\(p)H z (cp,u) + 

) 如果/ : C / ^ C m 为全纯映射,而0 e C 2 为在点/(为的邻域中的函数,则 

H z {ip o f ^ cj) = ^/(z) ("0) f*w )， 


( 8 ) 


c 


⑼ 


其中 /# = d / 为 / 在点 z 的微分映射. 

其中的最后一个性质表明，莱维形式对于双全纯映射不变.形式仏则不具有不 
变性; 进一步，则可经过适当的双全纯变换可以把它完全消去 • 

弓 I 理. 如果区域 D 的边界以二阶光滑地靠近点 a ， 则存在双全纯映射/，/⑷二 
0,以及 a 的邻域 U 3 a , 使得 G = f ( Df ] U ) 在点 w = 0 的邻域中具有定义函数也 

而4的泰勒展式为 


Ipijjf) = Re^n + w) + o(|u^| 2 ) 


( 10 ) 


2 


证明.设点 a = 0且在其邻域中存在局部定义的区域设其为具泰勒展式 

是在复切 


(4) 的函数 p 我们在邻域 U 30 选取一个新的坐标 w 使得 

L 0 ( z ) + 因为由平方项构成,故映 


5 ^ 71—1 


* • • 


平面 { L 0 { z ) = 0} 中的坐标，而 
M W — f ( z ) 为双全纯，只要 C 7 为充分小即可. 

像 G = f ( Df ] U ) 由不等式 ^{ w ) < 0刻画，其中0 二 cpof - 1 ， 并替换 Z 二 / _1 M 

到展式 （5) 中，则它可重写为 


W 


2 


cp ( z ) = 2 Re f n ( z ) + - H 0 (( p , z ) + o (\ z \ 2 ), 


2 


根据⑼我们得到了 


+ w ) + o (IH 2 ) 




^( w ) = 2 Re 


w 


2 
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因此，在局部定义函数的泰勒展式的二阶项中，在复分析中较重要的是莱维形 
式.就是说，它是凸性的复类比的基础之一：代替考虑所有二阶项在切平面 T a ( 8 D ) 
的限制的是这个形式在复切平面 T ^( dD ) 上的限制. 

定义 1. 称具二阶光滑边界的区域在点 a 的邻域中 在该点为伪凸 是说，如果在 

a 的邻域存在区域 D 的局部定义函数^使得 


H a { cp , u ;)^ 0 对所有 cj G 成立， 


( 11 ) 


称其为严 格伪凸 是说,如果有 


#0成立 


H a (^ cu)>Q 对所有 w G T a c (9 D ) 


( 12 ) 


举几个例子. 

(1) 多圆盘 U n = {ze C n : || z || < 1}. 设点 a e dU ' 其属于边界& = {\ z v \ = 1} 

但不属于骨架 r ， 作为定义函数可取 ^(2：) = 2,3 , y - 1. 莱维形式 H a (( p , u ) 

负,但在 

为 ^1/ — ap ) == 0或 Qji/iOiy - 

为伪凸域但不是严格伪凸域 

(2) 球 = {z G C n 

此,球‘房有边缘点上为严格伪凸. 

氺证明， 1) 任一区域 DcC n 在一点为（严格）凸，则它在该点也（严格）伪凸，但其逆命题 


非 


0的向量0；上为零,就是说,正好是在复切平面 T -( dU n ) (后者的方程 

0) 上.所以在这些点上多圆盘 


0,其中故 


UJ 


1}. 这里对于任意点 a e dB n 其定义函数为 
1，它的莱维形式 H a (( f , uj ) = y " 


| 2 >0，其中0/0.因 


^V Z V — 


不真； 


2) 区域 D = {z G C 2 : | zx | 2 + 
{|^ l | = 1, Z 2 = 0}, 在这里它为伪凸•氺 


1} 在的所有点为严格伪凸，但须除去圆 


< 


不难看出，在伪凸和严格伪凸的定义中的性质不依赖于局部定义函数的选取.事 
实上，因为对所有 u e T ^{ dD ), 我们有 w ⑷= 0和 dip ( uj ) = 0,故对另外的定义函数 
4 = hif 按公式 （7) 有 


丑 a (也 u) = h 、 ci') H a (jp ， • 

但由前面所证⑷ > 0,故函数 w 和4的莱维形式在 T ^{ dD ) 上的限制具有相同的 


符号 


定理 1. 在点 a 的邻域严格伪凸的区域 D 有一个定义函数，其莱维形式不仅 
在复切平面 T ^( 8 D ) 上为正而且对所有 uj ^ O 也为正. 

n 因为我们有 w ⑷=0,故公式⑺对函数 /I e C 1 ^) 成立. 
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证明. 由于点 aedD 的邻域 C / 中的严格伪 凸性， 存在有定义函数 A 它满足条 
件 (12). 如果 [/ 充分小时，则在其中0 = ip 七 hp 2 也是定义函数，其中 A * ^ 0为任意 
常数(特别地 ，^ {ip)ip 7^ 0). 因为 (p(d) = 0,故在此点有 ^((p) = l + 2kcp = 1 ， 
并由公式⑻有 


H a ( 也 uf ) 二 H a ((p,uj) -f 2k\dip(u)\ 

因为 H a ( ip » = \\ 2 \ H a {^, u :\ 故只需证明形式 H a (^, uj ) 在球面 S = {u 
M = 1} 上为正即可. id So = { ueS : H a ( ip , u )^0}; 如果这个集合为空，则可 
令 / c 二 0. 如果其非空，则由紧性知，存在常数 M > 0使得 H a ( cp . u ;) ^ - M 对所有 

5 0 成立. 由于在 = 0,即在 u G T ^( dD ) 时的（12)，有 H a ( ip , uj ) > 0;因 

此，在&上必有 dip(cu) ^ 0,从而存在常数 m > 0,使得 \d(f(uj)\ ^ m. 如果我们取 
k> M /2 m 2 , 则由 （13) 和已得到的在&上的估值，有 


(13) 




C 


cj e 


H a [也 to) > —M 4- 2km 2 > 0, 

而在 SVSo 上 J ? a (也一为正则是显然的 •口 


因为二阶光滑函数^的莱维形式连续地依赖于 A 故由定理1得出 

推论. 如果区域 D 在其边界点 a 为严格伪凸，则在此点的充分小的邻域 C / 中 
存在定义函数使得 


H z ( cp y ^)>0 对所有 2 G C / 和 u G C n \{0} 


(14) 


成立 


由此同一个定理得到另一个命题，它建立了严格伪凸和几何凸之间的联系： 

定理 2. 如果区域 D 在边界点 a 为严格伪凸，则存在某个邻域 U 3 a 的双全 

纯变换，它把 aDf ] C 7 变到一个几何凸域边界上一些片段. 

0且 p 为区域 D 的局部定义函数，其情形如定理1那样.进行 
在前面引理的证明中（见前面的引理）所描述的那个双全纯变换 f :U — 我们 
得到，在点/(0) = 0的邻域中区域 D 的定义函数 ^ = cp of - 1 具有泰勒展式（10)， 

其中全部的二阶项化为 


证明. 设 


Hoi'ipyW) = 1 w). 

由定理1，这个形式对所有 w ^ O 为正，这表明，它在充分靠近 w = 0的点上， 
对 f(dD f | U) 的实切平面的限制为正.从而其表明为几何凸性 .口 

伪凸性和严格伪凸性具有对全纯凸性的实质性的优越性：这是些局部性质，因而 
可以被有效地验证.但是不同于全纯凸，它们只能对于全纯域的局部特性有所作为. 


2 
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定义 2. 称区域 D 为在边界点 a 非全 纯扩张 是说，如果存在该点的邻域 C 4 及 
个在开集 U a HD 全纯且不能全纯延拓到点 a 的函数 /. 




可清楚看出，任意全纯域不能在的任何 一 个点被全纯扩张.早在1910年莱 

维提出了它的逆问题： 

莱维问题.在一个边界点非全纯扩张的区域是否是个全纯域？ 

这个问题中的主要困难在于要从局部性质过渡到整体.如果 d 在点 a g ao 非 
全纯扩张，则存在一个局部的 障碍： 函数 fa ( z ) 全纯于 U a f]D 但不能全纯延拓到点 

a . 然而，如何由这种局部障碍构建出整体障碍，即一个在整 个区域 D 全纯的函数而 
不能延拓到 a ? 这个困难在1953年被（日本数学家）闪洁克服，他证明了对任意区 

域 D C C " 的莱维问题有肯定的解答.在下一章中我们要谈及这个问题的解- 

关于非全纯扩张区域的局部问题原来只是个简单的问题，可用局部伪凸的方法 


去解决 


定理 3 (莱维- Krzoska ). 1 ^ 如果在点 a 的邻域中具二阶光滑边界的区域 D ， 

在此点为严格伪凸，则 D 在此点为非全纯扩张.反之，如果 D 在点 a 为非全纯扩张， 
则它在此点为伪凸. 


0且 p 为该区域在此点的局部定义函数.不失一般性可设 W 在 


证明.设 

点 z 的泰勒展式的线性部分为0,即 L 0 ( z ) = z n /2: 一般情形可经由非退化线性变换 
化为这种情形，这个变换既不改变定理的条件也不改变其 断言. 于是根据 （4) 这个 


a 二 


展式具有形式 


v ^( z ) 二 Re(<2 n + /Q)(z)) + -Hq(z) + o(|z| 2 ), 


(15) 


2 


而复切平面为 T §(8 D ) = { z n = 0} 


0为严格伪凸.于是就像定理1的证明中那样，可以将 W 变 


a ) 设 D 在点 

换为函数 + ¥ 2 ,其中 k 为适当的常数使得莱维形式 B 0 ( z ) 不仅在 Tf 上为正，而 
且对所有 z ^ O 也如此,并且这个变换不会破坏^的展式 （15) 的形式.然而，由齐 


次性有 


H 0 (z) = \z\ 2 H 0 (z/\z\) ^ m|^| 2 , 

其中的 m > 0是在球面{|2| = 1} 上的极小值 • 

现在我们考虑函数 /㈤ 
上，当 | z | 充分小时有 


4- ^ o (^)； 根据 (15), 在其零水平空间 {f{z) = 0} 


4- o {\ z \ 2 ) > 0 


i p ( z ) = - H 0 ( z )^ o (\ z \ 2 )^ 


2 


Dn = 2 时的定理由莱维在1909年证明, 一 般情形的证明出现在 Krzoska 1933年的学位论文中 
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因此，水平空间 { f ( z ) = 0} 在充分小的邻域 U 30 整个都位于区域 D 之外，其中的 
水平空间通过 

a = 0,即 D 在此点不能全纯扩张 

b ) 设 D 在点 

H 0 ( u ) < 0. 我们考虑全纯曲线&，它是由曲面 { z n -]- K ( z )=0} 与通 过轴& 和向 

^的复二维曲面的截线得到.这条曲线可借助于复参数以方程 


0. 我们最后有，函数1//在全纯，但不能全纯延拓到点 


0不是伪凸的.于是存在向量 w G 即 u ； 二（。，0)，使得 


a 




山 C ， = P(C) = a C 2 + 0 (IC| 2 ) 


0 切于向量 a ；). 就像在证明的第一部分那样，我们 


给出（我们考虑到 ，& 在点 

得到了 咖。二 美丑 oMici 2 + o ( ici 2 ). 因为 h 0 ( u ；) < o , 故现在在充分小 ici , 设 ick △， 




2 


曲线&的所有点，除了 z 二 0夕卜，都在区域 D 中. 

可以清楚看出，在充分小的 t > 0下,有界全纯圆盘& = {S 」 z n = g ( Q - t : 
ICI < S } 整个地属于区域 D ， 而当 * — 0 时& — &和根据连续性原理 
(参看第36目）得到: jD 在点 z ^ O 不是不能全纯扩张. □ 


C n 的邻域中实函数 p e C 2 有 if { a ) = 0,且莱维形式 

r a m 使 


推论. 设在点 

H a (^ u ) 在复切平面 T -( S ) 至少有一个负的特征值（即存在向量 
得 Hai ^ u ) <0),其中 S = { if ( z ) = 0}. 于是全纯于的满足 if <0 的邻域部分的 
函数/全纯地被延拓到点 a . 


CL G 


uj e 


证明. 这个事实已在莱维- Krzoska 定理的证明 b ) 中得证. □ 


注.设区域 D 在某个边界点 a 从外部切于复超曲面4 = { f ( z ) - 0}, 这表示 
/( a ) = 0,但在某个邻域 C / a 中曲面 A 在！）的外部.于是， D 不能在点 a 全纯扩张 
(函数1//不能延拓)，从而根据所证的定理，它在此点为伪凸.这个伪凸的充分条件 
相似于几何凸性的条件（在那里 A 必须换成实的超曲面). 


迄今为止我们所考虑的是具 C 2 类边界的区域，但是局部伪凸性可以在一般的 
情形中被阐述.为此我们约定，称区域 D 在边界点 a 可以从 内部由全纯圆盘族相 
切是说，如果存在全纯圆盘族&廷 D ,0 < t < 当 t — 0时收敛于圆盘&故而 
S t — S ， dS t — dS , 并且狀启 D ， 而 S 包含了点 a (图 40). 我们采用不具有这个性 

质作为在具任意边界的区域情形下的关于局部伪凸性的定义. 


定义 3. 称区域 D 在边界点 a 为伪凸 是说，如果在此点它不能从内部由全纯 
圆盘族相切. 


如果特别地， 3 D 在点 a 的邻域中为二阶光滑并在该点为在定义1的意义下伪 

凸，则它也在定义3的意义下伪凸.在莱维- Krzoska 定理的证明 b ) 中表明，如果 
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dD 在点 a 不是在定义 l 意义下伪凸的，则它在该点可以用全纯圆盘族从内部相切. 
我们强调指出，严格伪凸的概念意味着边缘的 C 2 — 光滑性，从而不能推广到任意的 


区域 


38. 多重次调和函数 

为了从局部的伪凸性过渡到整体的伪凸性需要引进多重次调和函数的概念.在 
卷 I 的附录中我们曾注意到，次调和函数是单变量实函数凸性的高维类比.事实上， 
函数/ : [ a ，/3] — M 为凸（向下）是说，如果对任意 e [ a , PI 在区间[^，^]上 
/的最佳线性优势函数，即一个函数，它在点 X = (1 - t ) x f + tx n 的取值为 
(1 — t ) f { x f ) + 并满足条件： 




对所有 : C G [ a /， x 〃]， 有 /( x ) < h { x ). 

(我们记得，单变量的线性函数是调和函数的一维类比). 

多变量的凸函数可以这样定义，即它在任意实直线上的限制是个单变量凸函数， 
二阶光滑的单变量函数的凸性条件是二阶导数为非负,而由复合函数的微分法则，对 

C 2 类的多元函数/在直线 X = X°+LVt 上的限制我们有 

d 2 f 

dx 木 ，叫. 

因此这种函数的凸性条件可化成所得到的这个二次型对所有的非负性. 

多重次调和函数是多元凸函数的复类比. 


d 2 


f ( x ° + ut ) = ^2 


dt 2 


[-oc,oc ) 在区域 D C C n 中为多重次调和函数是 

说，如果 1) 它在 D 上为上半连续，以及 2) 对任意点 z ° eD 和对任意复直线 

+ 其中在这些直线上的限制，即函数 pcZ (0, 是开集 
{C G C : /( C ) G D } 上的次调和函数. 

我们记得，在区域 DcC n 中的上半连续函数是 D 上的一个实函数 a 它可取 
值但不取+00,并在每点/ G D ， 它满足 

Em g?(z) ^ 咖 0 )， 

々 _V〜 U 


定义 1. 称函数 


D 




z — 




—oo 


⑴ 
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或者换句话说，如果对任意£>0,存在 (5 二 5(2°, £) >0使得 

( p ( z ) — cp ( z °) < £, 如果/ 

99(之）< —1/6, 


— 00 , 


z ~ z °\ < 5二> 


( 2 ) 


如果 cp ( z °) 


(-00,00)，使值小于 

它的集合 { zeD : ^ f ( z ) < a } 为开.上半连续函数从上面的那一面看表现得像连续 
函数.特别地，在紧集 KmD 上它为上有界并取得极大值（不必下有界和达到极小 


对于上半连续性而言，其充分必要条件是对于任意的 


OL G 


值) 


全纯函数的对数模是多重次调和函数的重要例子：如果/ e 0( D )， 则 Wz ) = 
ln |/( z )| 在 D 中为上半连续（它在使 /㈤ / 0的点上连续,而当/逼近0时它趋向 

于 -00)，而它在任意复直线 z = /( C ) 上的限制作为单变全纯函数/◦〖的对数模是 

次调和的 (参看卷 I 的附录). 

C 2 类的次调和函数可以通过拉普拉斯算子 ▽ = 4 


d 2 


的非负性来进行特征刻 


dCdC 


画.如果这个函数^在区域 D cC n 中为二阶光滑，则由复合函数的微分法则，对于 
它在复直线 


+ a < 上的限制，有 


d 2 (p 

dz^dz 


d 2 cp ( z ° + cu () 


E 




我们因此得到下面的判别法. 

定理 1. 对于函数 p e c 2 ( d )， 其为多重次调和的充分必要条件是在每点 
D , 对所有 a ； e C n ， 形式 


Z G 


， d \ 

^ dz ^ dz v 


H z ((p ， cj) = 22 


(3) 




我们又一次遇到了莱维形式：我们曾在上一目中在与伪凸域相关的问题中考虑 
过它.我们还要挑出一个二阶光滑的多重次调和函数的重要类，它们与严格伪凸的 

概念有关. 


定义 2. 称函数 p 在区域 DCC - 为严格多重次调和是说,如果 1)^^ C 2 ( D ) 

和 2) 在每个点 zeD , 莱维形式对于所有 a ； e e ^\{0} 有 

H z ( ip , u ) > 0 


⑷ 


注.埃尔米特莱维形式 


d 2 (f 

dz^dzj. 


H z (^ dz )= ^2 


dz li dz v 
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按在第 18 目中谈到过的标准规则，其对应于微分形式 


d \ 

dz. dz v 


E 


dz^ A dz v — dd c if 


2 


根据在第 18 目中所采用的约定，二阶光滑函数^的（严格）多重次调和函数可 
以由形式的（严格）正性所刻画. 

我们将在下一目中考察多重次调和函数与伪凸区域之间的联系.在这里我们将 
专注于这些函数的性质，其中我们感兴趣的函数不必是二阶光滑的，而在一般情形 
它只是上半连续的而己. 

由定义1可看出，多重次调和函数的性质可径直约化为次调和函数的性质.特 
别地，由在卷 I 附录中所证的定理,直接得到了下列的命题： 

1°如果在区域 D 中的多重次调和函数^在某个点 z G eD 达到其局部极大值， 
则它在 D 中为常值. 

2。在每个点 z ° eD 的某个邻域中多重次调和函数是区域 D 中的多重次调和 


函数 


3。如果函数族在区域 D 中为多重调和函数，并在区域 D 中上半连 
续,则其上确界函数 


( f ( z ) = sup ( fc { z ) 


在此区域中为多重次调和函数. 

4 。使上半连续函数^在区域 D 中为多重次调和函数的充分必要条件是，对每 
个点 z G 乃和每个向量 a ; G C ' 存在数 ro = r 0 { z , u ), 使得对所有 


有 


+ Lore lt )dt 






2n 


(多重次调和性判别法). 

还存在命题： 

5。在点/ e C n 的邻域中的任意多重次调和函数其值 ( p ( z °) 不超过其在球 

} 上的平均值： 


面{| 


咖 0 K 


⑹ 


(p(z)dcr ， 


{\z — z°\=r} 


其中半径 r 充分小，为此球面的面积，而 da 为面积元. 

证明.不失一般性可设/ = 0,于是 （6) 式右端的均值可改写为 


⑺ 


V?㈤ a 0 , 


Sir) 
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A ( dd c ln 为庞加莱形式（参看第 


其中 SV = {| z | 二 r }， 而 

19目 ).（7) 中的积分首先按照 SV 与复直线 L = {z = uQ 的交线进行，即按照圆 


2 


d c ln 


z 


汀0 




{|CI = r } 进行，然后再沿这些直线的集合队} = P - 1 进行（我们假设 M = 1). 因 

为在 L 上，形式 — d c \n 


dt 


，其中 t = arg ( (参看第19目)，贝 IJ 


2 — 


271 


( dd c ln | z | 2 ) n_1 


( p ( ujre u )dt 


⑻ 


S { r ) = 


丌 n-l 


2 ji 


由其中 z = 0 的公式 (5) 知，上面公式里面的那个积分不小于 w (0)， 而 dd c \n \ z\ 2 /n 

是 IP - 1 的富比尼-施图迪法化形式.因此 

S { r ) ^ (^(0 )[ 

(在这里我们利用第19目中的定理 1) .口 

像在卷 I 中那样，由 f 推导出 
6°任意在区域 DCC - 中的多重次调和函数是 2 n 个实变量的次调和函数，即 
对任意点 z ° e D 和球 B ^ {\ z - z °\ < r }, 其中半径 r 充分小，则任意在 B 中调和 1》 
并在芳中连续的函数/ I 具有性质 


= C^o 


n — 1 


= ^(0) 


⑼ 


If 




8B 


8B 


我们还需要一个命题： 

7°如果函数 w 在点/ e C n 的一个邻域中多重次调和，则它在球面{| 

上的平均值 S ( r ) 是 r 的递增函数. 

证明.再次假设/二 0. 正如由 （8) 看到的，只需证明次调和函数 u ( C ) = (^ K ) 
在圆{|(|二 r } 上的平均值递增，即 


2jt 


u ( re lt )dt 


< s ( r ) = 


2 n 


为递增函数. 

设 r 2 > n 且/ 1( c ) 为函数 U 在圆盘 {ICI < w 中的最佳调和优势函数（参看卷 
I 的附录第3目).根据次调和与调和函数的性质，我们于是有 


h [ r 2 e u )dt = s ( r 2 ). □ 


h ( rie zt )dt 


♦仏2^ 


2ji 


现在我们来证明，任意多重次调和函数可以被相同类型但无限可微的函数所 


逼近 


d 2 h 


E 


》 我们记得，称 C 2 类函数 h 为调和是说,在每个点，成立 


= 0 


0C.dC 
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定理 2. 对任意在区域 DC €- 中多重次调和函数&可以构造一个开集的 
递增序列= 1,2,…)，0 以及一个递降函数序列 G C ⑺ ( G m )， 它 

jLX=l 

在中为多重次调和函数,并在每个点 z D 上收敛于 




Tni z ) — W(z )， Wf*i(z) 彡 


证明. 如果 p 三 - oc , 则作为我们可取序列 ^( z ) 

利用平均法进行构造.取函数 


在一般情形我们 


— 1/(1 一 | 之 | 2 ) 


，㈤ < 1， 

kl ^ 1, 


ce 


( 10 ) 


K { z )= 


0, 


并选取 c 使得 K 沿整个空间 C " 的积分等于1 (实际上是沿球化 I < 1} 的积分，这 
是由于在球外 K = 0). 我们令 


W 


( 11 ) 


+ — K ( w ) dV , 










把这个函数作为平均的核，其中 dV 为 2 n 维体积元，积分则取在整个上（实际 
在单位球上).可清楚看出，每个函数％被定义在区域 D 的 ( l // i )- 收缩之中，即开 


集 


{z ^ D : S ( z , dD ) > l // i } 


G 


m — 


并且 u 


之中，其中的 5 为欧几里得距离.也清楚看到，对任意/ I 有 G M C G 


G 


M +1 


M — 


^=1 


D . 


在变量变换2 + - 


之后，积分 （11) 有形式 


I— > W 




2 n 


ip { w ) K ( jj J (w — z )) dV ^ 


9 uX Z ) = M 


由其 看出外 e c °°( g m ) (事实上，被积函数从而积分本身无限可微地依赖于 2). 利 
用由不等式 （5) 表达的判别式容易建立函数的多重次调和 性质： 对所有 

GC n 及所有充分小的 r 有 


z e 


G 


LJ 




2ji 


+ u ) re zt )dt 


2 ji 


o 


2 ji 


W 


+ ure ^ ] dt\dV 


W 2 ： + 






(我们利用了 ^ 的多重次调和性和核 K 的非负性) 
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变换 dF = da r dr ， 其中为球面 { 卜 | = :r} 的曲面元 , 而在变量变换 z+~ 
之后，我们变 （ 11 ) 为 


^ u { z ) 


K(r)dr 


da 


V ? z + 






{ M = r } 


272 — 1 


(p(w)da 


K(r)drii 


{\ w - z \ = l -} 


2n-l 


K{r)ji 


dr 


S 






( 12 ) 


dr. 


其中 S ( xIij ) 为 if 在球面{卜 - z \= rill } 上的平均值，而 A / 2 n _1 cr ( r // i ) = a ( r ) 为半 
径为 r 的球面面积 1 现在根据性质7°,可得出结论说，函数^^随//增大而减小. 

由于函数^的次调和性，其平均值 S ( r / ii ) ^ cp [ z )， 而因为 


K(r)a(r)dr = / KdV = 1, 


则由 （12) 得出,在任意点 zeD , 对从某个⑽开始的所有的/ X ,有 ip ^{ z ) ^ 另一 

方面，由函数 P 的半连续性，对任意 E > 0及对所有充分靠近2：的 U ?， 有 (f(W)1[Z) < 
6,即对所有 M 彡 M 0 有 S { r / ii ) ^ ^{ z )+£] 对这些 / i ， 我们由 （12) 得到外⑷< ^{ z )^ E . 

因此，对所有 ZGD 


lim ^^{z) = □ 


注 . ⑴次调和函数的递降序列的极限仍是次调和函数（参看卷 I 附录的问题 
10), 并且这个断言立即可能换到多重次调和函数上.因而定理2的逆成立. 

(2) 在定理2中，用作逼近的函数可假定为严格多重次调和的，为此只要替换 

外 ㈤ 为+ 


即可 • 


—\Z 




定理 3. 如果函数 w 在区域 DcC n 中为多重次调和，而0 : ( p { D ) — R 为 C 2 
类递增凸函数, 则沴。 ( p 为 D 中的多重次调和函数 • 

证明. 先设— C 2 ( D ). 由莱维形式的性质 b ) (第 37 目） 

H z (7po(p,Lj) = o(f(z 、 H z (ip ， iO) + ^ ，f o (f(z)\dif(u))\ 2 , 

而因为我们有 礼 m 故这种情形下定理得证 • 

在一般情形中，我们将利用定理2及其逆定理：以光滑的多重次调和函数序列 

\(^;依照我们所证过的结果知，函数必为多重次调和，而由于^ 

是递增的连续函数，故而0 % \ 6 A 从而4。 W 为多重次调和 •口 

)我们替代 K ( w ) 记作 K ( r ), 这是因为根据 (10), K 只依赖于 H = 


逼近 


^ - 
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由多重次调和函数定义的要求，它在复直线上的限制是个次调和函数.这个性 
质让我们有下面更强的命题： 


定理 4. 在区域 D C C 〃中，多重次调和函数 p 在任意 m 维全纯曲面/ : G 
C n ) GcC m 上的限制也是在开集 Q = { C € G : /( C ) G D ] 上的多重次调和函数. 


证明.为简明起见，形式的计算仅限于 
曲线 Z = /( c ) 上的限制是个次调和函数. 

先设 p G C 2 ( D ). 于是对于 w = ipof 由复合函数的微分法则知，在任意点 CeG 


1的情形，即我们将证明^在全纯 


有 


d 2 u 


9 2 ^p / df u 

dz^dzy d( \ ~dC 


E 


OCdC 


因为 W 为多重次调和，故由定理 1 知，在右端的那个形式为非负，而这意味着 < C ) 
为次调和函数. 

一般的情形则用定理2及随其后的那个注解化成了前面所考虑过的情形 .口 


推论. 对于在全纯曲面 S 的邻域中的多重次调和函数^而言，它在 S 上的限 
制成立极大值原理. 


特别，对于有界全纯曲面 S (参看第36目）这个原理可表述为 


IMU = Mas 


(13) 


我们还将不加证明地叙述关于多重次调和函数的一个延拓定理 ' 它类比于关 

于全纯函数延拓的黎曼定理（第32目定理 3): 


定理（格劳尔特-雷默特 ( Grauert - Remmert )). 任何一个在区域 D G C n 

中除去一个解析集外处处多重次调和，并且在 D 上有界的函数，可延拓为 D 中多重 
次调和的函数. 


39. 伪凸域 

在此，我们将考虑在其边界的每个点为伪凸的区域，从而引进伪凸性的整体性 
质 . ，中凸域的一个特征是，它们可以被小于凸函数值的那些集合所穷竭，即在其 
上存在凸函数，它们在趋向边缘时无限地增大.如果把实结构换作复结构，我们则转 

到了整体伪凸的概念. 


^Grauert, H., Remmert. R. “ 复空间中的多重次调和函数 ” ， Math. Zeitschr. , 1956, 65; 2,175 
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定义 1. 称区域 DcC n 为 (整体）伪凸是说,如果在其上存在多重次调和函数 

dD u { z ) + oc , 或者换句话说，使得对所有 aGM , W 


使得当 


以， 


{z e D : u ( z ) < a } D 


( 1 ) 


我们发现，平面 C 中的任意区域都是伪凸的.事实上，对 C\{C}, 作为定义中的 

I . 在一般情形， 


函数 w 可取为：当 （■兴 = i/k — Cl ; 当 c 


，则 W ⑷ 


函数 


— \ z \ + 


u ( z ) — \ z \ + sup 

C^dD 


d ( z , dD ) 

满足定义中的条件 0 表示欧几里得距离)，这是因为它连续 1〉 并且是一个次调和函 
数族的上确界. 

对于 n > 1，这个概念具有的意义是：它区分出了一个重要区域类，像我们现在 
要证明的那样，它等同于在第37目中在所有边缘点上为伪凸的区域类. 


-CI 


< | z | < R } 不是在所有边缘点伪凸 .* 

我们约定称 R ( a ) 为区域 DdC n 在点 aeD 的哈托格斯半径是指中心在 a 的， 

C) 交集的，并平行于〜轴的最大圆盘的半径： 


属于刀 与复直线 Z = { 


z = z n — 


( 2 ) 


R ( a ) = 6 ( a , dDC ] l ) 


弓 I 理. 如果区域 DcC n 在其所有边界点为伪凸， - 函数 u ⑷ 
D 中为多重次调和，其中 R ( z ) 为区域乃在点2的哈托_斯半径. 


In R ( z ) 在 


证明. 对任意区域乃 c C ' 其哈托格斯半径 i ? 为下半连续，而函数 
In i ?( z ) 在 D 中为上半连续.事实上，对任意点 aeD , 显然有（参看图 41) lim R ( z ) 

^ R ( a ), 还需要证明，在引理的条件下， 函数? / = - In 只在任意复直线 


U 




(3) 


L = {z e C n : z = l(Q = a-h loQ 


上的限制是在点 C 0 的邻域中的次调和函数，其中 aeD.co e C n . 如果 
即 L 平行于4轴，我们则有了平面的情 形：抑 


0 


，从而函数 


inf 


~ z 


z f edDni 


{-In \ z n - z f n \} 


In R\i^ = 


sup 




作为次调和函数的上确界的上半连续函数是次调和的 

在^ ^0的情形我们以归谬法证明.如果函数 


( 4 ) 


一 In R 。 l(Q = v(Q 
1〉 由三角不等式，函数 8 ( Zl dD ) 满足利普希茨条件，且当;^ D 时 8 ( z , dD ) + 0. 
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在 C = 0 的邻域中不是次调和的，则存在圆盘 (7 = {ICI < 0和在17上连续而在 U 
中调和的函数&使得 WCK WC) 在上成立，但是在某个点& e (7 有 


"(Co) — ^(Co) = inf{/i(C) - t;(C)} 


— £ < 0 




u 


(我们利用了那样的事实，即下半连续的函数 /l-t; 在紧集上取得其下界).我们以 
^(0 - -/i(C) - ^表示在「中调和且在 U 中连续的 函数; 我们有 


g(0< -WC) 在邪上， 

9(0^ - v (0 在 F 上， 

9{ Co ) = 一衫 (Co)- 


⑼ 


设在⑶中的函数 Z(0 = ( f l(a A(0), 使得 WO = 'a+'< 和 A(C) 


+^nC- 由 

哈托格斯半径的定义,存在点6 = ( f b , b n )edD 使得％ = ?(Co), |6n-A(Co)|- Rol ( Co )^ 
构造在?7中全纯的函数 G = g + ig „ 使得 G(Co) 等于某个值 ln(6 n - A(Co))： 因为由 

⑷和 （5) 我们有 In |6 n — A(Co)| = —^(Co) 二 ^(Co), 故这是可以做到的. 


= a 


n 


现在考虑全纯圆盘族 


m 〜 = A(C) + fe G (() ， Ce!7} 


St = {z G C 


⑹ 


n 


Z — 


对于任意点 zeS u o ^ t ^ i , 我们有4二？ (C) 并且由于 （5) 中第二个不等式有 


— A(^)| == te 9 ^ ^ te ~ u ^ = tRo 1(() 




由哈托格斯半径的定义得知，当〖< 1时所有的& C ZX 由 （5) 的第一个不等式,类 
似地我们得到在所有 t，0 < 6 < 1，有 C 乃.当 t — 1时圆盘 — &，而因为当 

C = Co 时有4 = ^(Co) = % 和 

故& 包含了点 e 9D. 我们便得到了矛盾，因为由 条件， 区域 D 在点 b 为局部伪 

凸 .口 


A(Co)+e G ^) = b n (我们有 In G(Co) = 6 0 -入 (Co))， 


z 
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注.在第8目我们曾引进过哈托格斯级数 


/(^) = 


⑺ 


的收敛区域，它是这个级数的收敛集乃= {( f z y z n ): f ze f D ,\ z n \< R ( f z )} 的开核（在 

这里，我们假定了％在 W 中全纯). R ( f z ) 显然是区域 D 的哈托格斯半径.重复在 
f cv ^ f O 情形的引理的证明，只要稍加变化便可证明函数 - In i?(S) 在中为多 

重次调和. 


定理 1 . 如果区域 DCC - 在其每个边界点为局部伪凸，则它是整体伪凸 


证明 . 函数？= - In 6{ z , dD ) 在区域 D 中连续（但除去平凡情形 D 

dD 时趋向于 + oo . 还要证明它在 D 中为次调和的. 


并且当 


Z ~> 


以 L 表示复直线它沿向量^的方向通过点 zeD , 并记 R ^ z ) 
Siz . dDnL ). 显然，对所有的 M D ， 有 


6( z , dD ) = inf 


其中下界是对所有 u ； e C ' M = 1 取的 

利用复旋转 

轴的方向，于是变成了区域乃的哈托格斯半径.因为这样的旋转保持了欧几 
里得距离和伪凸性（局部的和整体的)，故由引理可以断言函数 - In RM ) 在区域 D 
中为多重次调和.但是因而 


的酉矩阵，方向 w 可以变化到 


Cz ， 其中 C 二 ( c ^) 为 


n x n 




In 8( z y dD ) = sup (— In R ^ z )) 


u ( z ) 






作为多重次调和函数的连续上确界，故也在 D 中为多重次调和. □ 


定理 2. 任意伪凸域 DcC n 在每个边界点为伪凸 


证明. 相反地设乃在某点 aedD 不是伪凸的.于是存在全纯圆盘序列使 
得& — S ， dS v — dS 、 并且 S v ,dS C A 而 S 包含了点&由于 D 的伪凸性，存在 


>这些变化如下：①需要取 -In 在直线 k = i(C) 上的限制；②令％ = /(Co), 需要选取 

( f z )} 上至 


b n 使得 |6 n | = R ( f b ), 并且点6 = (% b n ) 为 f 的奇点；因为在每个圆 fz ， 

少有一个/的奇点，故这是可以做 到的； 在这里的 r ( f z ) 为级数 （7) 对固定 S 的收敛半径，而 
R ( f b ) = lim r ( f z ) (参看第8目的第1个脚注)，从而在圆 { r b , |6 n | = - R ( ; 6)} 上有奇点的极限点: 


⑧函数 G = g + ig * 需要选取得使 G(Co ) - In b n (因为 p ( Co ) = In |6 n |, 故这可以做到)，又替代 

(6)，取曲线族 & = ☆ = Z (()， z n 

理，/被延拓至点而它是奇点 


ie ^ C ) jCG m . 断言由归谬法证明，基于的事 实是： 由连续性原 
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§13 


在乃中多重次调和的函数 u { z ), 它在 z ^8 D 时趋向于 +OC. 按照对多重次调和函 
数的极大值原理（前一目中定理4的推论） 


⑻ 


sup IX ^ supu < C < oo , 


8S 


其中的常数 c 与〃无关，这是因为的并为闭包紧于从然而从另一方面看,存 
在收敛于点 aedD 的点序 ' e 心于是由此得到 u { z v ) 


这与 （8) 矛盾. □ 


oo, 


定理1和2联合在一起表明了，区域的整体伪凸性的概念实际上等价于在其每 
个边界点的伪凸性.我们还发现有 


推论.区域 D C C ” 为伪凸当且仅当函数 - In 在 D 中为多重次调和 


证明. 函数 -In 8( z y 3 D ) 的多重次调和性作为充分条件来自于伪凸性的定义. 
这个条件是必要的：设 D 为伪凸；由定理2,它在每个边缘点为伪凸，然而由定理1 
的证明中看到，函数 - In 8{ z , dD ) ^ D 中为多重次调和 


□ 


对于具二阶光滑边界的区域，整体伪凸性可以不用穷竭的语言描述（就像在定 
义1中那样）而类似在第37目中对局部伪凸性所做的那样，利用定义函数.我们称 
函数 W 整体定义 了区域 DcC n 是说,如果它在整个边界的某个邻域 Q 中属于 
C 2 类，并在此邻域中对于所有的 zedD 成立，有 Dnn 二 { zen : if { z ) < 0} 且梯 

度 0( 参照第37目）. 

定义 2. 称具 C 2 类边界的区域 D C C n 为 (整体）伪凸的是说，如果它有整 

体定义函数 A 使它的莱维形式 H z { cp , ij ) > 0,其中所有的2 e dD,cv G T ^( dD ); 

称其为严格伪凸的是说，如果它有界，并且 H z ( ip , u ) > 0,其中所有的 z e 8 D,uj e 

T^dD\u^0. 

像在第 37 目中那样,可以证明这些条件不依赖于定义函数的选取，故而它们对 
其中某一个满足,则对其他所有的也满足.由隐函数定理可以知道,对于具二阶光滑 

边界的区域的定义函数可以选为具形式 


S ( z , dD ), z e Qf ) D , 

S ( z ， dD )， 




⑼ 


(p{z) — 


G 


其中 S { z , dD ) 为点 z 到^ D 的欧几里得距离，并且这条带状邻域充分狭窄.也可看 
出，区域为（严格）伪凸当且仅当它在每个边界点在第3 7 目的意义下为（严格)伪凸. 

我们将指出整体伪凸性和多重次调和性之间的关联.它对于严格伪凸的区域特 


别简单 


定理 3. 区域 D C C ” 严格伪凸当且仅当它具有严格多重次调和的定义函数 
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证明. 条件的充分性是显然的，而必要性的证明实质上与第37目中定理1的 

证明相同.设^为区域 D 的某个定义函数,例如⑼；如果带状充分狭窄，则定义 
函数从而也可以是函数 0 p + fc ^ 2 , 其中 fc > 0 为某个常数，并且对所有 z G 汉 0 


有 


+ 2 k \ dif ( u )\ 


( 10 ) 


(参照第37目的 (13)). 只需证明 H z (^,lj) 在紧集 ” E = {( z , cj ) 

C'M = 1} 上为正 即可. 记祝= {{ z , uj ) G E : H z (ip,u) ^ 0}; 如果 E 0 为空则令 

fc = 0,如果非空，则选取常数 M^O 使得 H 加， to ) 彡 一 M 对所有 ( z , cj ) eE 0 成立. 


G dD,LO e 


按照在 dip { u ;) = 0即在 T ^{ dD ) 上时严格伪凸的定义，对于所有 z e dD,u ♦ 

0使得 


0, H z { ip y u ;) > 0 , 因此在祝上有 dip { u ) ^ 0 , 并且由于紧性，存在 

选取 /c > M /(2 m 2 ), 我们由 （10) 得到：在£： 0 上形式 H z (^, uj ) ^ 


771 > 


|9伞)|彡 

- M + 2/ cm 2 > 0,而在 E \ E 0 上它为正是显然的.由连续性的考虑可清楚看到，如果 


m. 


Q 充分狭窄，则当 co ^ O 时不仅在 3 D 上 H z ( 也 uj )> Q 、 而且对所有 zeQ 也成立， 
然而这意味着函数4为严格多重次调和. 口 


我们注意到，函数0可以在带状内部延拓到负的严格多重次调和函数（例如， 

内部令它等于- e ， 然后再使其 光滑； 对此详细的证明却相当 


在水平曲面 ^( z ) 

的繁复).因此严格伪凸的区域可以定义为在一个闭区域的邻域中使严格多重次调和 
函数取负值的集合. 


二 —£ 


对于只是伪凸的区域，事情更为复杂.在一般情形它们不能表示为次调和函数 

的负值集合. 


* 对于在第11目中法图 ( Fatou ) 映射下 C 2 的像而言，证明上面所说的断言.木 

但是不久前狄德里希 （ K . Diederich ) 和弗纳斯 （ J . Fornsess ) 证明了 2) ，对于具有 

二阶光滑边缘的任意有界伪凸区域 D C C ' 在万的邻域中存在 C 2 类的定义方程 

使得在 r ; > 0充分小时0二在 D 中为多重次调和（甚至是严格的).但 
是，我们发现，函数 W 本身不必是多重次调和的（函数 W = -( -奶 1 递增却不是凸 
的，参看第38目的定理3)，而4也不为定义函数（它在万外无定义，而在 ao 它的 

梯度可能不存在). 

在本目最后，我们给出刻画 C n 中全纯域的各种条件的一个总结. 

定理 4. 下面的五个条件 等价： 


( I ) D 为全纯域（即存在函数/ G 酬， 它不能被延拓到更大的区域中，参看第 


33目）; 


>我们已知,严格伪凸的区域 d 为有界，从而 an 为紧 


2 )参看 Diederich 和 J . Fornsess , Pseudoconvex domains : bounded strictly plurisubharmonic 


ex ¬ 


haustion functions^ Invent. Math. 39 (1977), 129 — 141 
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(S)D 全纯凸（即对任意集合 K 运 D ， 其全纯凸包 K e = {zeD ： \f{z)\ < ||/|| K , 

对所有/ e ^( D )} (e D , 参看第 34 目）； 

( m ) 在其每个边界点 D 不能全纯扩张（即对每个点 a e ^ D , 存在邻域 C 7 及函 
Wife ^( Df ] U ), 它不能延拓到点 a , 参看第 37 目)； 

( IV ) 在其每个边界点 D 为局部伪凸（即在每个点 aedD 它都不能被全纯圆盘 

族从内部相切，参看第37 目)； 

( V ) D 为伪凸（即存在 D 中的多重次调和函数,当点趋向时它趋向 + oo , 参 

看第39目). 

证明. 在前面我们已经证明了下面的蕴含 关系； 


ion 




皿泠 iv o v 


(等价关系 I 公 n 构成了第34目的定理1和2的内容， IV 公 V 是本目的定理1和 

2,蕴含为第36目的连续性原理 ,I 4 m 是平凡的).在下一章中，我们将证 
明（第45目）在 C 中任何一个伪凸域是全纯域，即证明了蕴含关系 V 4 I . 这样就 

使我们的等价链封闭了起来. 


§14. 全纯包 


如果 D 不是全纯域，则任意函数/ e ^( D ) 可全纯延拓至更大的区域.这便产 
生了找寻所称做的区域 D 的全纯包的问题，即那个使中所有函数均在其中可 
延拓的最大区域.这个问题不仅作为基础性观点看是重要的，而且从应用的观点看， 
例如在量子物理中 1 ' 也是重要的. 


40. 单叶包 

在第33目中我们曾给出了一个区域 D 的例子，其上的每个全纯函数都可延拓 

至更大的区域，并且在延拓时某些函数被发现是多值的，从而这个区域的全纯包是 
个黎曼（多叶）区域.我们将在下一目中考虑这种区域，而在这里我们仅局限于那些 

不会产生类似现象的情形.但是我们将给出的定义要使其能推广到多叶情形. 


定义. 称区域 C C n 为区域 D C C n 的 （单 叶）全纯包 是说，如果 

1) Z ) c A 且每个函数/ e G [ D ) 可延拓为 D 中全纯的函数； 


工）参看 N. N. BOGOLYUBOV 和 D. V. SHIRKOV ，Introduction to quantum field theory ， 3rd 
revised ed” “Nauka” ， Moscow, 1976; 英译本， Wiley, New York ， 198CL 
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2) 对任意点# G A 存在函数/ 0 G 它在球 B ( z °, r ) 的限制不能全纯延 

拓到球 B { z °, R ), 其中 r 二 6( z °, dD ), R > r l l 


由前面所谈到过的，并不是所有的区域都有单叶全纯包.在这一目中我们 
将考虑单叶全纯包的基本性质，也考虑对最简单类型的区域构造全纯包的问题. 

首先我们注意到,全纯包是在第33目的意义下的区域的 g 纯扩张.因此由第33 

目定理1知,任意在区域 D 中全纯的函数在该区域的全纯包5中所取的值，只是它 
在 D 中所取的那些值.特别地，有界区域的全纯包总是有界区域（这个论断由前面 
所说得到，这时只要应用它到坐标〜，〃二1， 

进 一步， 在全纯包定义中极大性条件 2) 可以实质性地强化.这个条件是 e [ D ) 

中某个函数的不可局部延拓的性质，然而可以断言，在 o ( p ) 中存在整体不可延拓的 
函数.换句话说成立 


,77上) 


售 饞 


定理 1 . 区域 Dec 71 的单叶全纯包 2 ? 是个全纯域 


证明. 根据第3 4 目的结果只需证明 D 为全纯凸.设 KD 以及 P [ K ， dD ) = r , 


按照同步延拓引理（第34目)，任意函数/ G 唱 可全纯延拓到以任意点^ G K_ 
为中心的多圆柱[7(2, r ) 中.由全纯包定义中的条件 2 )推出 p(z,8D) ^ r , 从而 

然而因为这个距离不可能大于 r , 故 p ( K mSy dD ) = p { K ,8 D ), 


从而 5 为全纯凸. □ 


推论. 如果区域 D cC n 具有单叶全纯包则后者是包含 D 的最小全纯域 

(即所有包含 D 的全纯域的交). 


证明. 如果 G 为包含 D 的全纯域，则 G D D (因为 6( G ) c 0( D ), 故任意 
/ G e { G ) 可全纯延拓到 5). 但由定理1，5是全纯域，从而 D 是包含 D 的最小全 

纯域 .口 


注.初看起来可能表明了：相似于定理1，从局部的非扩张区域可推导出它的 
整体不可扩张性，即在上一目的定理4中的蕴含关系 （ m ) 4 ( I ).但是在条件 （ m ) 中 
考虑的函数不是在整个区域上全纯，而只是在边界点的邻域中全纯，因而定理1的 
证明在这里过不去.正像我们己经说过的，蕴含 （ m ) ^ m 构成了非常精妙的冈洁定 
理的内容. 


为了证明后面的定理我们需要一个引理 


{z e D : p ( z , dD ) > r } 的任 一 


引理. 如果 D 为全纯域，则它的 r - 收缩 JD 
连通分支 △ 也是全纯域. 

U 代替球可以取多圆盘 U(z°,r), 其中 r = p(z°, dD). 
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证明.设 K 危 A , p ( K ,9 A )- p ; 对任意点;^尺和 C e 如，在线段 [ z , C ] 上存 

在点 〆 G 0 A 使得 


P ( 之， 0 二 P ( z ， 〆 ） + P ( z ’， 0 ^ P + 


因此 p(K,8D) 彡 p + r , 而因为 D 为全纯域，故由第 34 目定理3有 


( 1 ) 


P ( K 汐(£})，犯 )彡 P + 


我们需要证明 p ( K ^ { Ah dA ) ^ p , 即对任意点 z G G K e ( A ) 和 〆 e SA 有 

K 行 (!)、•并根据 


p ( z °, z f ) ^ p . 然而因为 △ C D ， 则 ^( A ) C K e{D) , 从而 

⑴有 p + r < p(z°^dD) ^ p(z° i z f ) + p(z\ dD) — p(z° i z f ) + r (因为 2 / G 9A, 我们有 


o 


z ” G 


p(z\dD) = r ). 由此得到 p{z°,z f ) ^p. U 


定理 2. 如果 D C G 并且这两个区域都有单叶全纯包 D 和相应的 G ， 则 D C 


G ， 并且 


p[dD ， dG ) 彡 P {dD ， dG) 


( 2 ) 


证明. 因为 & { G ) C ^( D ), 故任意函数/ G e { G ) 可全纯延拓到 D , 从而 D c 

〉0 ( 对 r 二0,定理为平凡)，于是 DcG r C ( G ) r . 显然， D 属 


G . 设 p(dD,dG) 

于集合的某1连通分支^根^所证的引理它是个全纯域.但是乃属于此分支， 
从而也属于集合 （ G %; 故 p(dD, dG) ^ 


= 7 " 


□ 


推论. 如果 D 为有界区域，并具有单叶全纯包 D ， 则交集 8 Df ]8 D 非空 


证明. 对区域 JD 和 G = D 应用定理2 


p(dD,dD) ^ p{dD,dD) = 0 


(我们利用的事 g 是：全纯域的全纯包等于 f 区域).因为为紧（因为 D 有界)，故 
由等式 p(dD y dD) = 0 得出集合 3 D 和 3 D 相交 .口 


我们来描述一些最简单类型的区域的全纯包. 

(1) 管状域.我们记得，称做底为 B cR n 的管状域的是区域 T = Bx R n ( y ), BP 

T = {z = x -{-iy G C n : x G B } (参看第 2 目). 

定理 3. 管状域 r 的全纯包是其凸包 f . 


证明 • 显然 ， T = Bx R n ( y ) ， 其中 B 是底 B 在空间 R n ( x ) 中的凸包.我们来 

证明，任意函数/ G ^( T ) 可全纯延拓至 f . 区域呑 是线段 [ x 1 ^ 2 ] 中点的集合，其中 
x li x 2 EB . 如果 x 1 和 x 2 可以在 B 中用两段折线相连接 [ A ^ U ^ rr 2 ]， 则由棱 
柱引理（第36目）直接推出/可延拓到集合 [ x \ x 2 ] x W -( y ) 的邻 域中. 
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在一般情形，点 x\x 2 eB 可以由 B 中有限条折线相连接（图 42). 利用同一个 
引理，我们对折线的条数进行归纳，再次证明了 /可全纯延拓到 [x 1 ^ 2 ] x R-(t/) 的 
邻域中.同一个引理还证明了函数/在所描述过的延拓中保持了单值.事实上，设 
x 为两条线段卜 1 ，:^和 [ x 1 ^ 2 ] 的交点，其中这两条线段的端点属于 B 并且在点 
z = x + ip 我们得到两个值/和 /. 考虑棱柱 x R n ( y )] 由所引述的引理知, 
函数/和/在其中为全纯，而因为它们在点: c 1 +吻和 S 1 +吻的邻域中相等，故由 
唯一性定理，它们在整个棱柱上相等. 


因此,任意函数/ G 可全纯延拓到 T . 然而 r 是个凸域从而是全纯域（第 

33目).故 f 为区域的全纯包 .口 


(2) 赖因哈特域. 在第7目中我们曾证明，任意在中心为点 a 的完全赖因哈特 
域 D 中全纯的函数/,可全纯地延拓到这个区域的对数凸包中.这种延拓通 
过/的泰勒展式 


f ( z ) = > : c k{ z ~~ a ) 


(3) 


| A :|=0 


实现，此级数的收敛区域是对数凸的区域（第7目的定理 3) 


定理 4. 完全赖因哈 特域乃 的全纯包是它的对数凸包 D l 


证明. 因为任意函数/ G ^( D ) 都可全纯延拓至 Di ， 故还需证明的只是为 

全纯域.不难看出，相对于单项 式类# 二 

事实上，区域的对数凸性意味着其在映射 A 
凸（参看第7目).在此映射下，单项式转换为线性函数心 In |;^| + ••• + & In |〜|，而 

由 X ( D l ) 的几何凸性得到氏的相对于单项式类的凸性. g 为当0时单项式 

z k e ^(D l ), 故由第 34 目的定理 1 (参看随其后的附注）知为全纯域 .口 


•士为凸，这里的^为非负整数. 

(In bi |, … , ln |^ n |) 下的像为几何 


: Z H-> 


推论. 任意对数凸的完全赖因哈特域是某个幂级数的收敛区域 


D 完全赖因哈特域的定义见第2目 
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证明. 由刚刚证过的定理知，这样的区域是全纯域,从而存在函数/ e G { D ) 不 
可延拓到 D 的范围之外 . /的泰勒展式便以 D 为其收敛区域 .口 


注.如果我们不考虑泰勒展式而替代地考虑洛朗展式，则会得到更加一般的结 

果：任意相对完全的赖因哈特域（参看第 8 目）的全纯包是它的对数凸包- 


(3) 哈托格斯域 1 为了使书写简化，我们仅局限于具对称平面 a n = 0的区域， 

这并不失一般性. 


上投影'乃为全纯域的完全哈托格斯域 D = { 


定理 5. 其在空间 C 

e f D ,\ z n \ < rCz )} 的全纯包是个哈托格斯域 


(z^Zn) 


吖 2 )}， 


⑷ 


其中 V (； z ) 为函数 In r ( f z ) 在区域 ' D 中的最佳多重次调和的优势函数 


证明.事实上，由第8目中所证明的事实知道,任意函数/ e 0[ D ) 可由在 D 

中的哈托格斯级数 


/( z ) 二 


(5) 


表示，从而可全纯地延拓到这个级数的收敛区域= {'z e A I'l < i ?/(^)}. 显然， 
R f 是区域 G / 的哈托格斯半径.由第 39 目的引理（参看随其后的附注)，函数 In 

在 W 中为多重次调和 ， BP Gj 是形如 （4) 的区域，其中的 V = \n R f 是函数 In r 的 
某个多重次调和的优势函数.因此,对任意/ 6 区域 G / D 5,其中5为 （4) 
中所定义的区域,而因为区域 D 的全纯包是所有这种的交集，故此全纯包包含 


7 D 


还需证明 D 是个全纯域.因为由定理条件，是个全纯域，故它为伪凸，即存在 
在 W 中的多重次调和函数 u ^ z ), 当点趋向边界时它趋向 + OC . 进而，由于 V 的多重 


之 n 


V ,以及由第38目定理3,函数 U 2 ( z ) = -In In — 


次调和性知函数 In 


In 


z n — 




之 n 


(以 1 ( / 2；),^ 2 (20)在1?中为多重次调和， 


都在乃中为多重次调和.于是函数 

而当趋近 3 D 时它趋向 + OC . 故而5伪凸，从而由第39目定理4得到结论:它是个 


= max 


全纯域. □ 


注. 如果考虑哈托格斯-洛朗展开，则可以得到更为一般的结果: 其投影 w 是 

空间 C n - 1 中的全纯区域 , D = 〜）：的全纯包是 


V2{ r z)\ 


ViCz) 


⑹ 


D — {{ r z , z n ) : 'z e r D , e 


)哈托格斯域的定义见第 2 目 
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其中 R 是函数 In n 的最佳多重次调和优势函数，而 K 是 In 7*2 的最佳多重次调 
和优势函数 1 \ 


在定理 5( 及其推广）中，实质性的条件是区域乃的投影是个全纯域，不然 
的话，区域 （4) 和 （6) 将不再是个全纯包而仅仅是个 D 的全纯扩张.我们发现,不是 

任何一个哈托格斯域都有单叶色.为了确信这点,只要在 C 3 中取一个区域，其在 C 2 

中的投影为第33目的例子中的那个具非单叶全纯包的区域即可. 


41. 多叶包 

我们现在考虑黎曼区域的扩张问题（参看第22目）及在其上全纯函数的延拓. 
为此，首先需要推广嵌入概念到这样的区域. 

定义 1 . 设给了两个在 C ” 上的黎曼域 （ D ^ 1 ) 和 ( D 2 , tt 2 ); 如果存在连续映 

Do , 使得在上有 


射 


D 




( 1 ) 




则称第一个区域弱 嵌入到第二个区域中， 并记作 ( D u n l ) C ( D 2 ,7 i 2 ). 如 果此时 


为相互一一的到中的映射，则说嵌入到 （ D 2 ， tt 2 ) 中.如果 ip 
还是 A 到 D 2 上的同胚，则称 （ Du 1 ) 与 （ B 2 ， tt 2 ) 等价 • 

这个定义推广了通常的嵌入概念：如果 C 乃 2 是在通常意义下的，则 W 二 
7 T 2 L 是函数 7 T 2 在仏上的限制，可以取自然的包含映射作为 W : D 


d 2 , 其中 

的^把每个点 P eD 1 变到同一个点 P , 但将其看作是 d 2 中的点 2) . 显然，等价的 

区域和 ( D 2 ,7 T 2 ) 相互嵌入（一个方向借助于另一方向借助 w _1 ). 在弱 
嵌入 ( Di ^ tt 1 ) C ( D 2 ,7 T 2 ) 情形，第 一 个区域可以表现为比第二个有“更多的分歧” . 


於在 C 1 上的黎曼面表现为到 


的黎曼面的弱嵌入（作为 


于是，函数 

9 需要取那样的映射，它把第一个曲面的一对点粘合为在其上取相同值的那个 
点).任意黎曼区域 7 r : D -^ C n 是到 C n 中的弱 7 T - 嵌入. 


W 


我们注意到在 c " 上的黎曼域 （ Du 1 ) 和 （ d 2 , P ) 间的（甚 至弱） 嵌入映射 

D 2 无疑是全纯的.事实上，由 V 在点 A 的邻域中的同胚性和条件 

TT 1 !" 1 ^) = 2：,其中7^|为 7 T 1 的限制，且 Z = 7 T l { p ) (参看流形 


D 




(1), 我们有 7 T 2 

的全纯映射的定义，第12目).黎曼域的等价性意味着双全纯等价. 


o 


o 




定义2•设 （ Dp 1 ) 和 （ D 2 ， tt 2 ) 为两个 C n 上的黎曼域，并且 D ± C D 2 m 
f 2 •• D 2 — C 为在第二个区域上的函数.称函数 A : A — C 为/ 2 在仏上的 p - 


工）参看 V. S. Vladimirov, Methods of the theory of functions of several complex variables. Chapter 
IH, §21， subsection 3, “Nauka” ， Moscow ， 1964, p.217; 英译本 ， MIT Press, Cambridge, MA ， 1966 - 

2) 因为映射相互 一一， 故通常的包含是个 <p- 嵌入 . 
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限制(记为 fi = f 2 ^ i ) 是说,如果对所有 peDi W 

- flip) = f2 0cp{p )； 


( 2 ) 


这时则称/2为 / l 的 W - 延拓 


如果乃 i C 乃 2 ,而 W 是自然的包含映射,故我们有通常的限制映射 A 二/2 
为了正式阐述多叶的全纯包的定义，我们约定，称复流形 M 为 全纯可分的是 
说，如果对任意两个不同的点 A q G 存在函数 / G 寧) 分离这两个点，即使得 

f{p) / f(Q). 

如果 M 是 e 的子空间（特别地,是个单叶区域)，则全纯可分性的条件自动满 

足,这是因为作为分离函数可取为其坐标之一.然而一般情形则不是这样的：例如我 
们考虑区 域乃二 c 2 \ r 上的二叶覆叠 a 其中 r = {| z 」 二1, | z 2 | = 1} 是个环面，在 

图43中所表示的是它的赖因哈特图（这是具有分歧点 （1,1) 和 oo 的二叶黎曼面的 


D 1 


一段) 


图 43 


我们考虑在 D 上全纯的任意函数 /. 它在 D 两叶中任一叶上的值在 {| z | > \/^} 
上为全纯,其原因在于分歧流形（即环面 r ) 位于球面 {| z | =力}之上，并且在球之 
外的覆叠为非分歧的.由关于紧奇异点集的定理（第 si 目）知，这些值可延拓为整 
函数，^因为在 r 上它们必须相等，故它们恒等（参看第一章@问题 9). 因此，/在 
区域5的不同叶中位于同一个点 z e c 2 上的点有相同的值: d 中具相同投影的点 
不可分. 


定义 3. 称全纯可分的黎面域 ( D , n ) 为黎曼域 { D , n ) 的 全纯包 是说，如果 

1) 存在 p - 嵌入 D C 万使得任意函数/ G e { p ) 可以 p - 扩张到函数 / G ^(5); 

2) 对任意点 peD 存在函数 / c G 6{ p ), 对它在 U ( z °, p ) 的限制/ 0 
解析延拓到某个半径为 R > p 的多圆盘 U ( z °, R ), 其中 z G = 5 f ( p)，p = p ( p , dD ) (# 
照第40目的定义，在那里以多圆盘替代球没有本质的影响). 


不能 


一 1 




正如我们曾看到的，在 C " 中的（单叶）区域类中的全纯包构造问题并不总 有解. 
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在这里我们要证明在黎曼域的类中这个问题总有解.这个证明的基础是对全纯函数 
族的同步延拓和由这种族的芽去构造它们的包. 

考虑偶对 ( U , F ), 它由多圆盘 U cC n 和某个函数族 F c ^( U ) 构成;这个族可 
假设以某个参数为指标集 : F = {/ a } aGA . 我们固定任意点 zeU , 并称第二个这样的 
偶对 ( V , G ) 在点 z 等价于第一个偶对是说，如果多圆盘 V 3 z , 且族 G 可以以相同的 
指标集参数化 （G = { ga } aeA ) 使得 fa ( z f ) = g a { z f ) 对所有 a e A 和所有 z ; eUf]V 
成立.由此等价关系得到的等价类称为族 F 在点 z 的芽， 记为 F 2 (特别地，如果 F 
就由一个函数/构成，我们得到通常的芽 込). 

在所有可能的全纯函数族的芽组成的空间识 71 中按通常的办法引进拓扑：设 
为某个芽，而 ( U , F ) 为它的一个代表元;点的邻域是指那些芽 G z ,z e U 的集合， 

它具有在 z 点等价于 ( U ， F ) 的代表元.不难看出， 空间吧 连同投射 
是 C " 上的一个层（如果考虑的只是一个函数构成的族，我们便得到了全纯函数芽 
层；参看第28目). 

的连通和开的子集显然是个黎曼域，的连通分支，即它的极大连通子集， 
起着特殊的作用，这是因为为局部连通，故它们是些开集合，即区域.这些分支 
不仅在连通性上为极大而且关于同步解析延拓也是极大.就是说，成立 

定理 1. 空间 9 T 的任一分支5与自己的全纯包相等. 


W 1 C n 


蠡 


证明. 我们取恒同映射作为定义3中的 w 于是这个定义中的 1) 自动^足，还 
需证明条件 2). 假设它不被满足，即存在点 p 0 eD 使得对所有函数/6 G ( D ) 在多 

圆盘 U[a,r) 上的限制 Jon - 1 可延拓到多圆盘 U(a ， R )， 其 f 

及半径 R > r . 按空间 9 T 的构造，点是在点 a e n { D ) 的一个带指标的全纯函 
数族 F = {/ a } 的芽.因为在任意固定 a T / aW 的值对于芽 F 
表元都是相同的，故 /a Ofr ( p ) 可以看成是 D 上的函数，它显然是全 纯的. 由我们 

所做的假定，所有 /a 

这个多圆盘的点上的芽在中构成了中心 在沪， 半径为的多圆盘?7,而这与 

p ( p °, dD) = r < R 相矛盾 •口 


( p °), r = p ( p °, dD ) 


的所有代 


=V 


f a 可全纯延拓到多圆盘 U [ a ， R \ 因此，族 F 在 


o Jt o 


空间是万有的：每个黎曼域均可弱 W -嵌入（在定义1的意义下）到识 n 的 
某个分支中，使得在此区域全纯的函数被 W -延拓（在定义2的意义下）到这个分支 
中.这便建立了 


对任意黎曼域和任意族 F C G { D ) 存在空间 9 T 的分支 D f 
和映射 9 :D — D f , 使得 DCD F 和任意 f a eF 为某个函数乙 G ^( D f ) 的 p - 


定理 




限制 


的 


证明. 对任意点 peD , 我们以 w ⑼=表示在点 z = tt(p) 的族 F 


O 7T 
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芽;’我们所定义的 ^ 显然是连续的.按照在上投射的定义，我们有 jt ： F 2 ^z 
使得 JT o ip ( p ) = 7 r ( p ) 并且 f 为弱嵌入•像 ^ p ( D ) 连通，因而属于空间 9 V 1 的某个分 

支石 F. 


对任意点 p e D 和函数 / a e 兄$们以 / Q 表示对于芽 gp ) = h 取值 f a ( p ) 
的函数，显然，这个函数被全纯延拓至 5 F . 由构造有 f a ( P ) = faOip ( p ), 故而定义2 

的条件被满足，并且 /a = / a |^- □ 


我们转向本目的基本定理的证明，这是关于全纯包的存在性和唯一性的定理，其 
中的唯一性是在定义1意义下的等价关系内的唯一. 

定理 3.设 ( D , 7 T ) 为任意全纯可分的黎曼域，而6 = 啡）为 D 上所有全纯 
函数的族.于是由定理2对应的 P 的分支是区域 D 的全纯包，并且这个区域 
的任意全纯包都等价于 5^. 


证明. 设 w : D — IV 为定理2的证明中所描述的那个映射.因为 D 全纯可 

分,故对任意的不同点 D 存在厶€ 酬 使得 U ( p ) ^ / Q ( g ), 从而族0的芽 
在这些点不同，即 W ( P ) / 淋 因此，映射 W 相互一一，即为嵌入，于是定义中的条 
件 1) 得到满足.这个定义中的条件 2) 由定理1得到满足，故定理的第一部分得证. 

为了证明第二部分，我们假设 ( G , n ) 为区域 D 的另一个全纯包， 中： D — G 它 
的相应嵌入.在区域 ip ( D ) C D e 中定义 了到& 中的双全纯映射 x = ^ oip -\ 又根 

据定义1，在中处处有 


(3) 


沉 0 x(p) = ^(p) 

因为5^是 D 的全纯包，故 X 被延拓到全纯映射 — 亡事实上，由⑶可看出， 

局部地有 X 〜 ~ 

存在点 p 6 D & 当逼近它时 x ( P ) 趋向但是因为6局部地不可扩张到它自身 

的边界点，故存在函数 6(5) 使得/ =互。 X 不能全纯地延拓到点 P ; 而这是不可 

能的，理由 是：在 D 中我们有/ 

Be 中的全纯函数. 

因此, X 全纯地映^到 G 中，而因为前面的讨论可以对在 ^( D ) 中等于 X -1 二 
W 1 的映射同样进行，故 X 是到5的双全纯映射.因为它显然保持了投射 

故 G 等价于 □ 


— 1 


而且这个映射延拓的障碍只可能在下述情况中遇到：即如果 


o JT, 


也并由全纯域的定义知，/必定能延拓为 


= 9 


最后我们要讨论全纯黎曼域. 

定义 4. 称黎曼域 ( D , tt ) 为 全纯域 是说,如果存在函数/ e ^( D ), 它具有如下 
性质：如果某个区域 （ Du 1 ) 〕 ( D 5 tt ) 以及函数 /i G G [ D X ) 是函数/的 W - 延拓， 

则可得到 ( D ^ tt 1 ) 等价于 { D , tt ) (即 w 为 D 到 A 上的相互-的映 射). 
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由定理3看出全纯可分的黎曼域的全纯包是个全纯域.全纯域的一个充分必要 
条件由下面的定理给出. 


定理4 (嘉当-图伦). 黎曼域 ( D , n ) 为全纯域当且仅当它为全纯凸 1〉 并且全 


纯可分 


我们将不详细地叙述其证明而只描述在需要引进多叶情形时的变化 


证明. 必要性.同步延拓引理的证明（第33目）可以没有实质改变地转移到黎 

曼域上，而由此定理得出全纯域 D 的全纯凸性. 

为了证明全纯可分性，我们按照定理2将具有由一个函数/依定义4构成的族 
F 的区域 D 嵌入到空间中，另夕卜，根据同 一 定义，映射 p 为相互一 一 的.设 
p 和 g 为 D 中不同的点，于是 p ( p ) ^ 因而由函数 w 的构造知 f on~ l 

点 7 T ( p ) 和 7 T ⑷不同,而这表明在点 P 和 g 函数/或它的某个导数的值不同 

充分性. 设…=1,2，...）为区域 D 的一个紧的穷竭序列.利用 D 的全纯 

凸性我们可假定仏= [ K ,) e { DY 我们以有限个多圆盘覆盖 dK v , 并在它们中每个 
与 D \ K V 的交集中取点 (j = l r “ , M ; 以/^表示 e [ D ) 中的函数使得 

和 Uj {Vv k ) = 0 ， j ^ k. 


的芽在 


fl>j iPl^j ) = Wf^j 11^ 

函数 j ^ L /匕 e ^ D )， 和 


— v—3 


\f{Piyj)\ 彡 P - 1 

利用全纯可分性，可以修改函数 / 使得在保持在 D 中的全纯性和满足不等式 

(4) 下，它在任意两个不同点 p,q e D , n ( p ) = n ( q ) 有不同的元素（关于如何实现这种 
修正可参看福克斯 ( B . A . Fuks ) 的书 2) ， I 93 页） 

我们将证明 ( D ， n ) 是 (修改过的）函数/的全纯域.设存在函数/在区域 

的延拓;我们需要证明 w 是 D 到 A 上的-'映射.如果 v ?( p ) = ( p ( q ), 

则按定义1和2有 7 T ( p ) = 7 T ( g ) 和 /( P ) = /(^).由/的构造推出 p = Q - 除此之外， 

9( D ) = Du 这是因为设若相反，区域 “ D ) 在 A 中具有边缘点，而在此点由不等式 

(4) 知函数/ 1 = /。(^不可能是全纯的 •口 


⑷ 


注. 闪洁在1953年证明了任意在上全纯凸黎曼域为全纯可分.因此定理4 

的条件并不是彼此独立的. 


作为全纯域的黎曼域属于一个重要的类， 即施坦 ( Stein ) 流形.被如此称谓的这 
n 维复流形 M 具有如下性质： 1) 全 纯凸； 2) 全纯 可分; 3) 对任意点 p e M 存在 

个函数九 e 沒 ( M ), 它构成其在点 p 的邻域中的局部坐标. 


将全纯凸的定义转移到黎曼域上不需作改变 . 例如，可以把它叙述为这样的 条件 : P (K dD) 二 
p(K e ,dD), 其中 K 为 D 中的任意紧子集，而是它关于在 D 上全纯函数类的包 . 


) 寺虽克斯 ， Introduction to the theory of analytic functions of several complex variables, Fizmatgiz ， 


Moscow, 1962; 英译本， Transl. Math. Monographs ， vol-8, Amer. Math ， Soc. ， Providence, RI, 1963 
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我们不加证明地引进施坦流形的一些性质，它们表明这种流形是全纯域的自 


然推广 


I ) 复流形 M 为施坦流形当且仅当在其上存在光滑的严格多重次调和函数％它 
在 A / 的边界无穷增大，即使得集合 {p e M •• u { p ) < a}(^M 对任意 aeR 成立. 

E ) 如果施坦流形 M 是一个复流形 W 的开子流形（具诱导复结构)，则存在函 
数/ G ^( M ), 它不能全纯延拓到 M \ M 的点上 • 

我们还注意到， n 维施坦流形可作为闭子流形嵌入到 C &+ 1 , 或者换句话说， 

II ) 对于任意施坦流形 M 存在逆紧的嵌入 2) f : AI — C 2 ^ +1 , 其中 n = dimcM . 


42. 奇点集的解析性 

在这一章的最后我们将讨论某些与解析函数在广泛意义下的奇点有关的问题. 
其意义是这样的：每个在中某个区域里的全纯函数/可以解析延拓到它的全纯 
(单叶或黎曼） 域; 称后面这个区域的边界点为函数/的奇点. 

在一般情形这个奇点集具有实维数 2 n - l 并且不必具有任何光滑性的性质.但 
是在某些重要的特殊情形中可以证明这个集合的解析性.我们由那个在许多应用中 

都有用 的嵌入边定理 （1932 年）开始. 

定理1 ( K . 克内泽尔 ( Kneser )). 设两个 C 2 类实超曲面巧 = {z e C n : 

( pj { z ) = 0} 相交于处于 一 般位置的 （2 n - 2) 维边 r , 即使得在 r 上处处有 

d(f\ A 却 2 乂 0 3 )， 

并设函数/在 r 的邻域里至少有 一 个& < 0 的部分中为全纯（图 44). 如果/不能 
全纯延拓到 r 上的任意点，则 r 为复超曲面. 


( 1 ) 


证明. a ) 设存在点 a G 在其上有 


d(fi A d(f2 ^ 0 


( 2 ) 


我们考虑函数 = + - + 〆 )，其中 A : > 0 是个我们马上就要选取的常数. 

因为 pi ⑷=仏⑷= 0,故由第37目的莱维形式的性质 b ) 有 

H a (}f^iS) — H a ((pi^u)) + H a ((f2^) ~ 2fc(|0y?i(a;)| 2 + \dif2 (^)| 2 )> 

其中 d ( fj ( uj ) = ( cj , 表示向量 cj e C n 和曲面巧在点 a 的法向量 nj = 的 

埃尔米特内积（参看第17目). 


(3) 


这些论断的证明可以在赫尔曼德尔 （ L. Hormander ) 的书 introduction to complex analysis 
several variables. Van Nostrand, Princeton, NJ ， 1966 找到，见定理 5.2.10, 5.4.2 和 5.3.9. 

2) 我们记得，映射 / : M — TV 为逆紧是说 ^ 的每个紧子集的逆像为 M 的紧子集 . 称映射/为 

嵌入是说 , 如果它是 M 到 f(M) 的同胚 . 

3 ) 这表明在 r 上矩阵 


m 


V dz k ' dz k ) 


的秩等于 2, 其中 J = l,2 而 fc = l ， 


，n 
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曲面 S = {^ p { z ) = 0} 在点 a 的复切平面 T ft c (5) 的方程显然为 ( z - a , ni + n 2 ) = 0; 
使 cj G T ^( S ) 当且仅当 ( Lj , ni -\- n 2 ) = 0. 然而条件 （2) 从几何上意味着向量 n 〗 二 va 

复线性无关（参看第 17 目)，故当条件满足时,存在向量 a ； G T c a { S ) 使 

得 difj { Lj ) = ( n , rij ) ^ 0 ,j = 1 或 2. (事实上，如果对所有 w 6 TJ ( iS ) 有 ( a ;, rij ) = 0, 

则两个向量％复正交于超平面 T q c (5), 从而相互成复比例 .） 

对于这样的 a ; 可以选取 fc 如此大，使得 


和 


几2 = 


2 fc (|( a ;， n 1 )| 2 + | a ;， n 2 | 2 ) > H a { sp \, io ) H a (< p 2 , cj ), 


于是根据 （3), 莱维形式 H a ( ip , cv )<0. 由第37目的莱维- Krzoska 定理的推论可以 

断言，在点 a 的邻域中使 cp <0 的部分中全纯的任意函数可全纯延拓到这个点.但 

是当 0 < (^ < 1/fc 和 0 < 仍 < 1/fc 时函数 w 二 c^i(l - fcpi) + 灼 (1 — kcp 2 ) 为正，因 

而曲面 S k = 0} 在 a 的邻域中位于至少有 一 个 (fj < 0 的部分.在这 一 部分中， 
定理所考虑的函数/由假设条件为全纯.但在这里也有 a 的邻域中 if <0 的部分， 

从而由刚才所证，/全纯延拓到点 a , 这与假设条件矛盾. 

因此，情形 a ) 被排除，并且在 r 的所有点上有 


(4) 


difi A dip ^ — 0 


W 2 成复比例，即 


b ) 条件⑷表明，在所有点 
T z c (5 i ) = T z c (5 2 ), 从而 r 2 c ( r ) = T ^ iS ^ OT ^) = T ^( Sj ) 具有实的维数 2 n — 2 .然 

而根据条件 （1), 实切平面和 T z (S 2 ) 互不相同，并且 T Z (T) - T^) f]T z (S 2 ) 
的实维同样为 2n - 2 . 因此 T z ( r ) - T ^( Y ) 在所有点 zeT 成立，并由第17目的列 

维- 齐维塔 （ Levi - Civita ) 定理我们的结论是: r 为复超曲面 


□ 


\ z 2 \ = 1} 的邻域中或 | a | < 1 或卜 2 | < 1 的部 


氺证明在全纯于环面 r = { zeC 2 ： I21 

分的函数/可全纯延拓到 r . * 

推论. 如果函数/在某个 C 2 类 （2 w - 2) 维子流形 r C C n 的 2 n 维邻域中全 
纯，并不能全纯延拓到 r 上，则 r 是个全纯曲面. 
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证明. 设# e r 为任一点.因为 r C C 2 并为 （2 n - 2) 维曲面， 则在# 的邻域 

它由两个实方程 A = 0, = 0给出，其中外 G C 2 , 并在此邻域中有 dA A dif 2 ^ 0. 

因为/在 r 的邻域中的<0部分确为全纯并不可延拓到 r 上，从而 r 

为全纯曲线. 口 


在推论的证明中，奇点集合的解析性由其光滑性和余维2所保证.在下面更加 
经典的结果 （1909 年）中并没有假定奇点集的光滑性，但却转而要求它与平行于某 

方向的直线最多交于一个点. 


' a || < e ，在多圆盘 


定理 2( 哈托格斯). 设 a 为函数/的奇点并对每点4， 

U ( a , e ) 中存在最多一个点 (% z n ) 为此函数的 奇点. 于是存在多圆盘 f V ( f a ,6 ) 使得 
每个点 k G 恰好对应 一 个数; s n ， 使每个 ( f Z,Z n ) 是/在 [/ 中的奇点，并且函数 

Wz ) 在 V 中全纯. 


Z — 


z n = 


证明 . a ) 函数 p 的连续性.不失一般性可设 

射影为 '0 的奇点，故圆 7 o = {4 = '0， 

圆盘族 { 

8 K b -> 3 K 0 - 70. 因为包含了奇点0,故由连续性原理（第3 6 目）存在6〉0使 
得当『611 < 6时，在圆盘上至少有一个/的奇点.由假设条件知，最多只有一 
个这样的点，因此，函数‘ = g ( f z ) 在 , F = { p ( V 0) < 5} 中被唯一确定.同样的讨 
论证明 g 在点 '0 的连续性. • 我们有 g ( f 0) = 0,并且对任意 w > 0存在5〉0使得 

5时 \ g ( f z )\ < V . 因为作为 '0 可以取 V 中的任意点，故 p 在整个 V 中为 


0. 因为0是/的唯— ■个其 
^} } 0 < 7] < £, 属于/的全纯的区域. 
%\ z n \ < W 在 '6 — '0 时趋向于 K 0 二。 7?}, 并且 


a 




之 n 


当 


连续 


b ) 函数 9 的全 纯性. 可以假定数 6 为如此之小，以致当 4 e 'V 时有 \ g ( f z )\ 

时为全纯.选取数 p,\e < p < 


< 


2 


2 


e /3, 并且当/在区域 E V ,^<| z n |< 

和点4 = P e ie ' 于是/在多圆盘& G V 
构造，对于任意4 G V 点 (’ z , g (’ z )) 是 f 的奇点,而所有满足 

的点 { f z , z n ) 为正则点.因为函数 p 连续，故 


-£ 


-€ 


3 


3 


3 


< p — e /3} 中为全纯.根据这些 

< \9{^)- z n\ 


A z n ~ z 


— Z 


RCz ) = \ gi ； z ) 


(5) 


— 2 


p > e /3, 故 R ( f z ) ^ 


o 


是哈托格斯半径（参看第 39 目).由于匕卜)| < e /3, 而 
|^|- |^)| >0 } 从而 在 V 连续 • 

我们将用第39目中所证明的函数 - lni ?(' z ) 的多重次调和性来证明 g 的全纯性 
只要证明当固定 〜=%， |aj < r ，// 笋 p 时， g 对每个变量 z v , i / = 1, 

为全纯即可.为简单起见，我们以 R { z ,) 替代, 

以及类似的记号 g { z v ). 因为 - lni ?(&) 在圆盘{|^| < r } 为次调和并在 {\ z n \ < r } 


1在某个 


? n — 


• • ■ 


圆盘 


， ^n— 1 ) ， 


Zjy < r 
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II 


中连续，故 


2ji 


\ iiR { re lt )dt 


In i ?(0) 


2ji 


o 


或者根据 （5) 


2ji 


In \ g ( re lt ) — pe t 0 \ dt 1>} 


ln |"(0) - pe l6 \ > 

这个不等式对所有 0 G [0,2 jt ] 成立; 对其按 0 进行积分并改变右端的积分顺序（它 
显然是合理的)，我们有 


⑹ 


2 n 


0 


2ji 


2ji 


2ji 


In \ g { re lt ) — pe t 0 \ d 6 


In \ g (0) - pe ze \ d 6 > 


⑺ 


dt 


2 n 


o 


o 


0 


由留数定理，对任意 M < p 有 


dC 


C 


— w 


n 


{ ICI = p } 


从此看出，积分 


2ji 


dC 


dC 


n \ pe t0 — w \ d 6 — Re 


ln(C- 忉 ） 4 =Re 


InC-f 


{ Kl = p } 


{ Kl = p } 

与 w 无关，即在圆盘 {|H < P } 上为常数.因为对所有 / G V 我们有 \ g ( f z )\ < p ，故 
而可在 （7) 的右端以贞 0) 替换 g ( re u ). 但是由此我们看出（7)，从而（6)，对所有 6 

转变为等式，即次调和函数 - l n | p (“）— pe ， 在点 z , = 0 等于它自己的调和优势函 
数.由此得到（参看卷 I ，附录的第3目)，函数 In |^(^) 

对任意6> G [0 ,2 jt ] 为调和 • 

从⑸我们得到 


0 


在圆盘 {\ z v \ < r } 中 


i6 


— pe 


p(e-^p + e i 0 p)+p 2 , 


R 2 = (9 ~ pe i6 ){g ~ pe ~ te ) 

另外由于 Ini ? 的调和性，这个函数属于类（相对于变量〜和4)，其中0为任 
意•构造⑻在0二^和0 = + Jt 的差值，我们看到 e - 伽 g + e ie -g e 而在此 

令0 0 = 0和; n /2, 贝! J 求出 g -\- g,g — g ^ C °°, 从而夕 e C °°. 还需证明行 

为此，我们利用的事实是，替代 \ nRMR 2 是在任意 p G (6/3,2^/3) 和任意 0 G 

[0,2 jt ] 时对为调和函数.对于 Ini ? 2 的拉普拉斯方程的形式为 

d 2 R 2 dR 2 dR 2 

dz v dz 

并且函数 （8) 对上述区间中的 p 和0应该满足它.将表达式 （8) 代入并将 p 3 前的 
系数等于零，我们发现 


⑻ 


99~ 




dg 


R 2 


= 0 , 


dz v 8 z 


V 


V 


—iO 


+ e 


e 


dz v dz 


dz v dz 


V 


V 


,G n -l) 不必等于 0. 


) 在此公式中， p(0) = g{ai, 


， 0, 
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d 2 g 

dz v &z 


其中 0 为任意，由此当 I〜 I < r 时 
零我们得到 


0.让 p 2 前的系数等于（将其考虑在内) 


dg &g 


2 i 6 


+ e ~ 


e 


dz v dz 


对任意 0 成立，因此对 |〜| < r , 


三0 


dz v dz 


dg 


dg 


0. 为了排 


于是，在圆盘{|“| < r } 中每个点上或者# = 0或者 

除第一种可能性，以函数 f { z u , z n + z v ) 代替 f { z v , z n ) (我们将不写出对其他变量 

♦ v、v + n 的依赖关系).它满足定理的所有假设条件，而它的奇点曲面方程由 

g { z v ) 换作 z n = g { z v ) 

的 P 发现条件 


dz 




Z 




故而，重复我们的讨论,我们对在 z , = 0 的邻域中 


— z v 


= 


dg 


dg 


o 中的一个能够被满足.考虑到先前得到的结 


= 0和 


dz 


dz 


dg 


果我们得到在 Z U =0 的邻域中 


三 0. □ 


dz 


成立更一般的定理 


定理 3( 哈托格斯). 设 a € C n 为函数/的奇点并且对每个 
在多圆盘 C /( a , s ) 中存在有限个点它们是这个函数的奇点.于是在 a 的某 

个邻域中/的奇点构成一个解析集，其定义方程为 


a <三， 


之， 


2 ：— 


) k + a n ) 卜 1 + …+ C k ( f z) =： 0, 


⑼ 


(之 n 一 


a 


其中的函数~在点 ' a 全纯 


m 


1. 所谓区域 DCC 中的亚纯曲线是指映射/ : D — C ， 它的分量是 D 中的亚 

纯函数.称点 Co e D 为/的零点是说在其上所有的 MCo) = 0;Miy = 1，… •， n ) 的 
零点阶数最低的那个被称做/的零点阶数.称点 Co e D 为曲线/的一个极点是说， 

在此点九的极点阶数中最高的被称做/在此极点 


在此点至少有一个 /.( Co ) 

的阶.证明，对于亚纯曲线的下列类似的辐角原理 


= oo ; 


f 

D (/> /) 

(在这里假设 3 D 为光滑曲线，/全纯地延拓到 ac 中/一 0的 地方; n 和 p 为 f 在 
D 中的零点和极点个数，包括它们的重数; ( z , w ) 为埃尔米特内积).这时右端的第二 
项为非正与为零当且仅当曲线/位于通过0 € 的直线. 


丄/ (尸，/) 

^ JdD (/，/) 


dCAdC 


dC + 


N-P 




2jtz 
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2 . 证明下面的广义马丁内利-博赫纳积分公式：如果对多重指标 k = (/ d ，…， k n ) 


引进形式 


1-xr/c^y + 1 


(n — k )\ k \ (― 1) 

( 2 ni) n 

故对任意函数/ G ^( B ) 在点 z e D 有 


V — 


Z 


dz k ^ l [iy] A dz^ 


d k f ( z ) 


/(CV/c(C — z ) 




dz k 


dD 


( Andreotti-Norguet 公式，是对导数的柯西公式的局维类比). 

3•设 n 二 {2 G c n : |^( z )| < i,/i = 1, 

在它的骨架 r 上不等于 0. 证明，任意函数/ e ^(T)f]C(U\JT) 可被多 


} 为 C " 中的多项式多面体，使得 


，n 


• ■ _ 


dpj, 

dz v 


det 


项式一致逼近（因此特别地，可延拓到 c ( n ) 中的函数). 

4. 设 S c 为光滑的实超曲面， f •• S — C n 为光滑映射.证明其图像 

S } 为极大复流形当且仅当/的坐标为 CR - 函数. 

5. 设 M = {z e C n : (^ i ( z ) 

证明/ G C \ M ) ^ M 上的 CR - 函数当且仅当否/八 5 a A … .A 民 ^ = 0 在 M 上 

成儿 - 




z e 


cp k ( z ) = 0} 为一生成流形 ， w 为定义函数 


6 . 设/为在多圆盘 u cc n 上的全纯函数，并且在集合 u\jr 上连续，其中 r 

为 U 中骨架.证明/可延拓为 C { U ) 中的 函数. 

7. 设函数/在单位多圆盘 U cC n 的边缘 3 C / 上连续并在每个圆盘= 

，/< 1} C ac / 中对 c 全纯 ， p = 1，2,…， n . 证明/可延拓为 


{C : G _ 

^{ U ) f ] C ( U ) 中的函数. 

8 . 设函数/在单位多圆盘 ucc n 的骨架 r 上连续.证明/可延拓为 ^( t/)n 
C(U) 中的函数当且仅当 f r f(0C k dC = 0对所有 fc =⑻，…人)，其中 L 为整数, 
且其中至少有一个 >0. 


za 


= e 


为解析，并且在某个球 
全纯.证明/在 D 中（相对于坐标“) 


9. 设函数/在区域 r C R 2n 中对每个坐标別， 

中对复坐标 


， ^2n 


— H - 如 n+m r = 1， 


，几 


• ■ 


全纯 


10. 证明，广义单位圆盘（参看第10目）为凸域 • 

11. 证明，连通紧集的多项式凸包仍为连通. 

12. 证明下列集合为多项式凸： 

a ) 韦伊多项式多 面体； 

b ) 任意位于 cn 的实子空间中的 紧集； 

) 在法图例子中映射下的像 G = /( C 2 ) (第11目). 

13. 证明由多项式（相应地，有理函数）组成的级数的收敛域是多项式（有理) 


C 


凸的 
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14. 证明，紧集 KcC n 的有理凸包 Kfi 与集合 p e c n •. p ㈤ e p ( K ) 对所有多 

项式 p } 重合. 

15. 证明由缺一小段弧的圆 {a = e u y 8 ( t ( 2 jc , z 2 = 0} 和圆柱 pi = e u ,0 < 

t ^ S ; \ z 2 \ = 1} 组成的集合 M c C 2 的多项式凸包包含了圆盘 { IaI < l , z 2 — 0}. 

16. 证明，区域 D = { zeC 2 : | zi | 2 + 彡 p 2 } 不是全纯域. 

17. 设 D 为全纯域， M 为 D 中的解 析集； 证明对任意紧集 K C 7\/，其相关于 
&{ D ) 的凸包属于 M . ' 

18. 证明，紧集 K = {1^1 < l ,\ z 2 \ < \ zi \} 不能表示为全纯域的递降序列的极限. 

19. 证明， 属于 C 2 的完全实流形 M C C n 是全纯域的递降序列的极限. 

20. 证明，对于实函数 p G C 2 , 所谓莱维 行列式 


d(f 


0 


dz k 


dip d 2 (f 
dzj dzj dzk 

等于 ff z ( cp , u ；) 在 T^{cf = 0} 上限制的特征值的乘积乘以 

21. 证明第37目中定理2的下列条件：如果区域 D 在点 0 G dD 为严格伪凸, 

则在该点邻域中存在双全纯坐标变换把它的定义函数转变为形式 

+ o(|z| 2 ). 

22. 证明，在点 aedD 为严格伪凸的区域 D 可以从内部由全纯函数/的水平 

曲面切于它，即 {f = 0} f]dD = { a }. 

23. 证明，区域 JD C C n 伪凸当且仅当对任意全纯圆盘 S CD , 距离 6( S , 8 D ) = 

6( dS , dD ). 

24. 设具 C 2 类边缘的区域 DcC n 属于球证明 D 在其所有切于 2 S 的边 
缘点上为严格伪凸. 

25. 证明，区域 D = { zeC n : | z | < l , z n # 0} 是个伪凸域，并且它不是由使多 
重次调和函数为负值的集合[提示.利用 Grauert - Remmert 定理（见第 38 目的最后) 

和极大值原理 1. 

26. 次调和性的定义不加改变地转移到空间的情形,这时只要把优势函数假 
定为 m 个实变量的调和函数就可以了.证明在区域 D C C n (= M 2n ) 多重次调和函 
数构成乃中次调和函数的子类 • 

27. 证明每个在区域 DcC n 中调和并在某个球 BCD 中多重次调和的函数, 
在 D 中为多重调和. 

28. 紧集 K c C " 的多项式凸包等于集合 

{ zeC n : u ( z ) < sup ^对所有在 C n 中为多重次调和的函数 u }. 


2 




2 


Zqri + 


z 


K 
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亚纯函数和留数 


在本章中将考虑具最简单类型奇点的函数类，即亚纯函数类.我们将给予库赞 
( Cousin ) 问题以特殊的关注,这个问题是要按所给主部和零点去构造一个亚纯函数. 

一 开始，我们将考虑这些问题在最简单情形下的初等解，然后我们将使读者去认识 
那些导出一般性解的方法.在最后一节中我们将致力于高维的留数论及其相关的分 
析问题. 


§15. 亚纯函数 


43. 亚纯函数的概念 


称函数/在区域 DcC n 中的亚纯是说，如果它： 1) 除了某个集合 P ， 在 D 中 
处处全纯， 2) 不能解析延拓到 P 中的任一个点, 3) 对任意点 z ° GP 存在邻域 [/以 
及在其中全纯的函数 4 # 0 , 使得在 Df]{U\P} 中的函数 ip = 付 可全纯地延拓到 


U 中 


显然，在每个点# € PflU 有 ^( z °) = 0 (否则与/必同时，函数/被延拓到了 
点 z 0 的某个邻域).如果假设对点# e P ， 函数#和4在#的某个邻域中没有在 
其中全纯并在此点为0的公因子（总可从#和妒中消去这些因子)，则妒只可能在 
集合 P 上化零.因此, P 是解析集：在邻域 C 4。 中的任意点上,它由条件 


( 1 ) 


P = {z € U z o : ^( z ) — 0} 

定义, 其中 *0 e ^( U z o ). 称集合 P 为函数/的极集. 
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m 


§15 


但是并不是在极集 P 中所有点上亚纯函数/的性态都是一样的.可将点 z^eP 

分成极点，这时函数 = 在此处不 为零； 以及无定义点,这时有 (f = 0 (我们首先 
假定 w 和4无在此点全纯且为零的公因子)，当逼近极点#时，函数/ =无限增 
大,而在无定义点的邻域中它可取任意复数值（即解析集 {z G ： ^ p ( z ) - w 0 yj ( z ) 

0} 中的值_，这个集合显然包含了无定 义点; ^).无定义点集合的复维数至少是极 
点集维数减1,这是因为无定义点由与条件 ^( Z ) - 0无关的附加条件 w ( z ) 二0刻画. 

例题. 对在 C 2 上为亚纯的函数/ = z 2 / z u 其极集为复直线 { q 二 0}. 此直线 

上除去=0,2 2 =0}外都是极点，而后者是个无定义点. 




我们现在来引进在任意复流形 M 上亚纯函数的一般 定义; 利用层的概念（第28 
目）能方便地叙述这个定义.对于固定的点 peM 我们定 义茎為 为在 p 点的全纯 
函数芽的环咚的一个商域.对其的理解如下：由仏构成的偶对( V ，奶和 
其中寸和寸 i 不是恒为0的函数芽,被称为等价是指 V % = (验证其满足等价14 

的公理是初等的).由此关系给出的等价类叫做在点 p 的亚 纯函数芽； 包含了 ( V >) 

的芽被记为 f 二 vy 寸.在集合為中所有这些芽间引进了运算 

Vl V> 2 9^2 -hV> 2 ^! V 2 Vi9 2 


( 2 ) 


其中右端运用了全纯函数芽之间的运算（参看卷 I 第29 W ), 不难看出，定义 （2) 是 
合理的（首先，因为如果寸1 # 0和屯/ 0可推出 + 0,故右端属于為，其 
次它们不依赖于类中代表元的选取).对于这些运算 < 是个交换域，我们称其为 
环％的商域. 

域各 的加法群的单位元为 0 = 0 / 命> # 0 ; 它可以恒同于恒等于0的全纯函 
数芽.不恒等于零的亚纯函数芽的集合 jp * = ^ p \ o 构成域 < 的乘法群，其单位 

，其中 V / 0, 而元素 f = 9/ 寸的逆元为 i =岭 /V (因为 9^0 它也属 
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于為) 


现在可以在复流形 M 上引进亚纯函数层，即其空间为 


#( M ) = (J 為 


(3) 


pEM 


的域层,而其投射和拓扑如在层 办 ( M ) 中那样引进.在此拓扑下运算⑵为连续.层 

^( M ) 在域 DCM 上的截影被称做在此区域上的亚纯函数;这些亚纯函数的集记 

作 r ( A ^) 或简单地记作 J ^{ D ). 

相对于亚纯函数/ € JiiP ) 可将区域 D 中的点分为两种类型。我们说函数/在 
点 P e D 有定义是指，如果/对点 p 对应的芽 f g 為>，它有代表元(9,寸)， V ，咕 e %， 
使它们在点 P 不能同时为零. 1〉 亚纯函数/有定义的每个点 p 具有复数值 /( P ) 二 

1〉 全纯函数芽在一点的值理解为在屁点它的代表函数的值 
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9( p )/ 寸 ( P )， 当寸⑼笋0时为有限，而当寸⑼= 0时为无穷（显然，这个值并不依于 
芽 f 的代表元 (叭奶 的选取).半纯函数/ e 1( D ) 在 D 中无定义的点构成了这个 
函数的 无定义点集. 这是那样的点 P ， 对于芽 f e t 略对应的所有代表元（9,寸）同时 

有 ^( p ) — ^( p ) — 

函数/ G t #( D ) 的 D 中有定义的点构成了 D 中一个开的并且稠密的集合.这 
是因为它的补集是/的无定义点集,而它是个解析集完全同样地， D 中函数/有 
定义并取有限值的点集也是开和稠的.由形如 V /1 代表的芽 f e . I 从而可等同于 
芽 e A 它所对应的这个点集因而被称为函数/的 全纯集 称它在区域 D 中的补 
集为/的极集(它由/的无定义点和那些/有定义但取无穷值的点组成的集合). 

作为例子，我们考虑在 f 和 F 1 上的亚纯函数.在 f 中对… ，〜） 的 
所有多项式和有理函数都是亚纯的. 

例题. 对函数 

( 00 , 0 ) 是无定义点.对函数 ZiZ 2 /{zi 4- z 2 ) 极集是直线{之 2 
(0, U ),( oo , oo ), 其他的无穷远点为全纯点. 


在 C 2 中的无穷远点的集合是其极集，在其上 (0, cx )) 和 

^ i }, 无定义点为 


ZlZ 2 




(^，…， 4) 的多项式不是函数（如果它不是常数的话)，而在有理 
函数中只允许那些齐次函数，它们在2到 A 2 的变换下不变，其中 A e C # (即同次齐 

次多项式的 比)； 后者是 CP 71 中的亚纯函数.原来，有理函数穷竭了在此区域中全部 

的亚纯函数. 

定理 1 . 任意在 P n 或 P 上 的亚纯函数都是有理函数. 


在 pn 中 


证明. 这两个空间的仿射部分都是 Ci 如果2 = (^,…， z n ) 为 C n 中的坐标， 
则/在任意复直线 C 二 的限制在其他坐标固定时是单变量〜的亚纯函数,它 

为极点或者可去点…=1， •. •， n ). 由卷 I 第25目的定理知这个限制是 
的有理函数.但是在其他变量固定时对每一个变量的有理函数是对整个变量组的 
有理函数（参看第 I 章的问题 10). 由唯一性定理，/在整个空间 P 1 或 P 上为有理 

函数 .口 


在点 


我们转向亚纯函数的除子概念.对于单变量函数的除子，这是函数带有阶数的 
零点和极点的集合.并且零点的阶数设为正，而极点的为负.过渡到一般情形时，我 
们假定在 n 维复流形 Af 上给出了一个亚纯函数 /. 设局部地,在点 G Af 的邻域 
C / 中1 它被表示为 U 中全纯函数的比： 


咖) 


⑷ 


f ( p ) 


^{vY 


其中 w 和4没有公共的同时取0的全纯因子（我们称这种表示为简约的).我们以 
A 记此函数/的零点集 iV 和它的极点集 P 的并，这显然是个余维1的解析集（或为 
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空).无定义点即交 TV 门 P 是4的临界点，故任意正则点 aG A 0 要么属于 N . 要么属 
于 P (参看第24目).另外，这样的点只能属于 N 或 P 的一个不可约分支（因为一 

些分支的交集中的点为临界点)，从而相应于它有完全确定的自然数，即在函数^或 
伞 分解为不可约因子的分解式中它的对应因子的指数（参看第24目).如果 a e 7 V 

我们约定取这个数以+号，而如果 aeP , 加以符号并称其为这个分支的阶.显 
然，它不依赖局部代表式 （4) 的选取. 

称偶对 


(5) 


△，= ( A , k ) 

为亚纯函数/的除子，它由余维1的解析集 A = iVJJP 和整数函数= fc ( P ) 组成， 

它在 A 的正则点集上定义并在它的每个不可约分支上取常值,并等于此分支的 
阶； 函数 fc 在，连续. 


44. 第一库赞问题 


作为开始,我们重新叙述按照其极点和主部构造单变量亚纯函数的问题(卷 I .第 
45 g ). 设在区域 DcC 中给出了点序列它在 D 中没有极限点，并设有函数序 

考虑区域 D 中由区域 C/ a C D 组成的覆盖％二 




列 9 iy ( z ) = X ； 


_ 


它们中的每一含了有限个点〜，并 且以尨 记对所有点 


u a 对应的 

的和； 如果 c / a 不含有点〜，则令 / a 三 a 所有 / a 为亚纯函数，另外，如果 

[^门％ # 0 ,则在此交集上 f a — f p = h aP 为全纯 函数. 这个问题化成了在整个区 
域 D 上构造一个亚纯函数/,使得差/ - / a 在％上全纯.其中 a 为 A 中的所有 

指标. 由米塔-列夫勒 ( Mittag - Leffler ) 定理（卷 I ,第 45 目）知此问题对任意平面区 

域可解. 


9v 


可以对任意复流形 M 以这样的形式提出问题，并称其为对于覆盖的第一或加 

法库赞问题. 

以后，我们对流形 M 上的一个覆盖理解为组昝= { C / a } aG A , 其开子集仏使得 
\ JU a = M 并且每个点 peM 只属于有限个 C / a (即局部有限性条件).我们这样来提 

出问题： 


给出复流形 M 的一个覆盖％二 { U ^ A 和在每个 C/a 给定的亚纯函数 /a, 另 
外还满足下述的相容条件:在任意非空交集 C / a/ 3 = U Q f ] U p 上差 


( 1 ) 


fa ~ f 13 = h a p € ^( Ua /3), 

即为全纯函数.要求在整个流形 M 上构造亚纯函数/,使得 /-/ a G ^( U a ) 对所有 

Q ； G A 成立. 

对维数大于1的情形,这个问题不总有解. 

例题. 设区域 C 〗 =€ 2 \{0}被两个区域 A = C 2 \{4 = 0 }，j = 1,2所覆盖 • 

作为 A 我们选取在 R 上的亚纯函数 l /( qz 2 ), 而在 C / 2 上令/ 2 三0;因为 C / 12 = 
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C 2 \{ z ^ 2 = 0|, 故这些库赞条件相容.假设所提出的这个库赞问题有解,即存在0上 

的亚纯函数/，使得 / —A =gie ^( C / i ) 以及/ e ^( C / 2 ). 因为勿 /i = 1 /a e 6 (Uih 
故而 2 2 / e & { U x ), 从而 函数勿 / 在 C/i U % = G 全纯.由紧奇点集的定理知 z 2 / 可 
延拓为整函数，而在 CA 上 1 /q =勿/ 

± l/z 1 = Z 2 f. 但是函数 z 2 / 在0连续，而1/^1无界：这是个矛盾. 

我们来推导库赞问题可解的充要条件，但是它十分接近于问题本身.使得可以 
看作是一种不同的提法. 

函数 ^ a /5 ~ fa — f 0 显然对指标是反称的，即 

n % fl % # 0 上,它们满足条件 


特另! J, 在去掉一点的平面= 0}\{0} 


- z 2 gi 




而在每个三重交集 




a/3^y ~ 


( 2 ) 


"a/3 + " 卢 7 + f^ya 


0 . 




任意一组函数 / i a/3 e & ( U aP )， 它对指标为反称并对所有三重交 U a(5l 满足条件 

(2) 时，我们就称其为对所给流形的覆盖欲二 { U a } 的一个 全纯上闭链. 

如果这些函数以关系 （1) 给出库赞条件，于是上闭链 { h a p } 被称做对应的库赞 

问题 {/ a }. 最后，我们称全纯上闭链 { h a(3 } 为一个 上边缘 是说，如果对所有 ae A 

存在函数 / i a G ^( C / a ), 使得在每个交集 C / a/5 上 


(3) 


h a 0 = hp — h a . 


所引进的这些术语让我们可以阐述我们曾谈到过的可解性条件 


定理 1 . 对于流形 M 上给出的覆盖皆的库赞问题 { fa } 有解的充要条件是对 
应的这个问题的全纯上闭链 { h a ^} 为上边缘‘ 


证明. 如果库赞问题 { f a } 可解，则存在在 M 上亚纯函数/,使得所有的差 
f-fa = K{a e A ) 在 C / a 中全纯.由此对对应的全纯上闭链 / i aj0 有 


haO — fa — f 3 ~ — h a ， 


而这意味着 { h a 0 } 上同调于零. 

反过来，设对应于库赞问题 {/ a } 的全纯上闭链 { K 0 } 是个上边缘，于是存在 
函数心 e ^( C / a ), 使得 h p - h a 二 h a0 在每个交集成立，即在每个 C / a/3 上有 
fa ~ f (5 ~ h /3 — 或者说，对任意的 Of , /3有 




因此函数 / a + &在％中亚纯，不依赖于邻域 K 的选取，从而在整个 M 上整体 
定义了一个亚纯函数/，它在每个 c / tt 上等于 /a +心.它解决了我们所考虑的库赞 

问题 .口 
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对所证明的定理我们来重新措词.对给定的流形 M 上的覆盖 { C / a }, 全纯上闭 
^ V 可以相加（在每个交集逐点相加)，并且相对于这个运算它们构成了一个 
群，我们记其为并称做对所给覆盖故的全纯上闭链群.在此群中有一个 
上边缘的子群 B 1 (似 肩 . 称商群 


Z 1 (货，二 H 1 (欲 ， &) 


⑷ 


为对流形 M 的覆盖％的（第一）上 同调群 （具全纯系数） 

中的元素是相互上同调的全纯上闭链的类这个群为平凡表明，对所考 
虑覆盖所有全纯上闭链为上边缘.因此定理1可如此叙述： 

定理 1 '. 对复流形 M 的覆叠货的任意第一库赞问题可解的充要条件是其具 
全纯系数的第一上同调群为平凡： 


以(你肩= 0 


(5) 


上面所引进的概念可以直接类推到光滑（无限可微）函数类和光滑流形上.设光 
滑流形 M 由开集系皆二 { U a } aeA 覆盖，并且相伴于每个非空交 C / a/? 对应了函数 
h a0 e ^( U a6 ), 即在 C / a /3 光滑使得= — h aP . 如果在每个三重交上满足条件（2)， 
则我们称 { h a(3 } 为对覆盖％的 光滑上闭链. 如果还满足类比的光滑条件（3)，即对 

’任意 CX €: A . 存在函数 / l a G 3^ (^ a ) 使得在上有 " a /3 = - "a 对所有 Q ^ } ^ G -A 

成立，则称上闭链 { h a p } 为上边缘. 

完全像在全纯情形可定义具光滑系数的第一上同调群/^(货，，；).但是，实际成 


1有 


定理 2. 对光滑流形 M 上任意覆盖夂具光滑系数的第一上同调群为平凡 


证明 •对 { U a } 构造1的分解，即一个函数族 e a e C °°( M ) 使得 L e a ( p ) 


⑹ 




对所有点 PGM 成立,并且每个~的支集闭包紧于 c / a . 利用这个1的分解，我们 
变换 h a0 为函数 


^ia ?在 中， 

在 U a \u ia , 

以将光滑化.这时我们已将延拓到了整个 C 4, 然而它实际只在交集 Ka 上 
不为零.现在在每个 f / a 上我们可以定义函数 


ICC 


U ， 


"a 二 / : "ia ， 


⑺ 


这里的取和遍及整个指标集,但是在每个点 P eU a 只有有限个项不为零. 
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显然，所有心^ C °° 并且在每个交集 C / a/5 中任意点有 

- ~〉 ：(〜 


) = 〉 : ei(hi0 - hi^) 


⑻ 


Z0 


但是因为 {h aj s} 为上闭链，于是在交集 U a / 3i 中每个点由 （2) 有 hi^—hioL — 
h a0 , 因此根据 （8), 在每个 C / a/3 有 


hp — h a = 22 e i hcxi3 二 h a (s 


故而族 {/ la } 为所需要的，即 { Kb } 是个上 边缘. □ 


读者无疑已注意到,在这里所引进的术语类似于在第14目中所讨论微分形式时 

所引进的.在下一目中我们将断言在微分形式和库赞问题之间的联系十分深刻，而 
不是能由相似的术语所能彻底表达的. 


45. 第一问题的解 


在此将证明在多圆盘的最简单情形或者更一般的平面单连通区域的乘积情形中 
第一库赞问题的可解性.求解将分两步实现,其中的第一步已经准备好,而第二步要 
求下面的准备. 


引理. 在任意单连通区域 D c C 中，对任意函数 geC ^ 的非齐次柯西-黎 


曼方程组 


df 


( 1 ) 




&Z 


在 C °°{ D ) 类中可解.如果在此 P 为某个参数的全纯（或光滑）的函数，则解/也全 
纯（或光滑）地依赖于该参数. 


证明. 先设函数 p 具有紧支集，即在 D 中某个紧集外等于零.由柯西-格林公 
式（卷 I ,第 I 9 目）于是有 


dgdC A dC 


1 


( 2 ) 




dC z 


2 m 


D 


考虑函数 


g(QdC a dC 


l 


(3) 


m = 


2ni J D C 


— Z 


我们可以把 g 延拓到整个平面,这只要令它在 C \ D 中为零即可，并因此假定该积分 
取在整个 C 上.我们再做积分变量的变换 C C + 于是有 


g(z + C) 


(4) 


/㈤ = 


成 八成 


2ni J c C 
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在积分号下取微分（显然这是合理的)，我们发现有 

1 f dg d(^ A dQ 

2^iJ c ^ 一 r~ 


df 


或者恢复到老的积分变量，有 


dg dC A dC 

dz 2m J c 9C (-z • 

将其与⑶比较，使我们确信 / 满足方程组 （1). 对积分⑷按^微分可进行任意次, 
因而/ e C °°( D ). 如果 g 全纯依赖于参数，从而此积分也同样全纯依赖于它.对具 

紧支集的 g 引理得证. 

在一般情形我们取穷竭 D 的紧单连通区域 G V { G V ^ G V + U \} G V ^ D \ 并构造 

函数如 G C °°{ D ), 使得在 Gp 中如=分;在 D \ G v+l 中如二 0. 由所证的结果知，每 

如在 C °°{ D ) 中有解.我们要证明解九可以被选择为使得在每个 Gp 有 


df 


df 


个组 


dz 




\fv-\-i - U < ] 2"， v — 1,2, 

事实上，我们按公式 （3) 选取 / i , 在其中以仍替换仏然后按同一公式以 g = 92 
取/ 2 并注意到/ 2 - 力在 G 中全纯（因为在那里有^(/ 2 -/0 
龙格定理（卷 I ，第23目),对任意区域 Go <1 可以选取多项式 Pi 使得在 G 0 上有 


0). 由 


92 — 9 \ 






1/2 ~/l - Pi\ < o ； 


2 


df 


1时的条件 （5). 完全相同方法 


现在可看出，/2 = f 2 ~ P \ 满足方程 

可以应用于^ = 

在每个紧集 K ^ D 上所构造的序列一致收敛于函数 


和 


92 


U 






dz 


/ = /l + y^(/^+l _ fly) 


在任意中函数/可表示为有限个类的函数和，并且是由全纯函数九 
九， 1/彡 / i 构成的级数的一致收敛的和(当 r 彡 / i 时在上有 

因此/ e C °°{ D ) 和在 D 中处处有 
推导出/对其的全纯依赖性来自魏尔斯特拉斯定理（卷 I ，第23目)，而光滑性的情 

形其证明是初等的 .口 


+ 1 — 


df v 


= 9 


dz 


dz 




df 


由 P 对参数的全纯依赖性 


dz 


dz 


库赞问题求解的第二步的基础在于所谓的否-问题可解性定理为了阐述它我 
们回 f 乙一下,任意一个关于算子 S 的恰当微分 U ； (即可以表示为形式 a ； = 5 o ； i 的 U ；) 
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必定也是个闭形式，即对 它有& = 0:这可由关系否 2 二 0得出（参看第15目).因 

此，闭条件是形式为恰当的必要条件- 问题的可解性表达了在某些区域上这个条 
件也是充分的. 


定理 1. 如果区域 D cC n 为多圆盘，或更一般地是平面单连通区域的乘积 

D n , 则在其上每个对于算子否为闭的双阶 (0,1) 的形式 a ； 为洽当，其中 u ； 
具有光滑系数,就是说任意方程 


D 1 x 


X 


» •攀 


⑹ 


df 


U；, 




X ： a v dz v , a v G C °°{ D ) 且知= 0,在函数类 / G C °°{ D ) 中有解 


其中 


证明. 把 （6) 改写为形如下面的方程组 


df 


⑺ 


r/ = 1， •- 


9 z 


1时论断由引理 得证; 设 


它在 C °°{ D ) 类中的可解14将由对 n 的归纳来证明当 
当变量个数不超过 n - 1时论断成立;我们将证明方程 （7) 在 n 个变量的情形也成 


n 




一1 . 
AL . 


考虑这个方程组中的最后一个方程 


df 


= a n , 


& Z n 


并以 P 表示它在区域乃。中的解，这是一个关于〜的函数，它依赖于作为参数的 

z = (^ 1 , …， z n - i ). 我们来求出方程组 （7) 的形如/ = g + (f 的解；于是 f 应该对 

在中全纯、而对其余的变量在区域^二 


Pn - l 中满足方程组 


X 




籲看攀 


dip 


dg 


⑻ 




dz 


dz 


因为形式 w 为闭，故 I # = ^和 = 

OZ v OZ^ OZ^iOZ v oz v oz 


，故对 / i，p 


1， 


,71 — 1 




m m m 


有 db^ _ db v 

■ 」 o — c\ - 

dz p 


于是，形式乙 b v dz v 也为闭,并且由归纳假定,存在方程组 （8) 的解 

V—1 

C ^{ l D ), 它依赖于参数 z n . 还需验证^全纯地依赖于〜，为此只需断言方程组 
(8) 的右端全纯依赖于^即可 1 但是 


db v da v d 2 g da v da 

d^a ~ dz n dz v ~ ~ dz 


= 0 


因形式 ^ 为闭，故对所有 y = 1，… 

1》 这个论断可利用引理对 n 归纳证明 


，n — 1成立. □ 
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我们以记号 


H l ( D ) = Z ^/ B 0 ^ 1 

表示双阶（0, 1) 的对算子否的具 D 中光滑系数的闭形式的群对于其子群 
的商群,其中 S 0 ， 1 为恰当 （0,1)- 形式的群（与第15目相比较，在那里相似的群是 
对算子 d 定义的).于是定理1可阐述为 

定理 对于平面单连通区域的乘积商群⑼平凡. 

现在对库赞问题可解性的证明已全部就绪. 


⑼ 




定理 2. 如果区域 DcC n 为平面单连通区域的乘积，则对它的任意覆盖 { C / a }, 
任意一个加法库赞问题 {/ a } 有解. 

证明. 像已经说过的，证明分两步进行.设 = fa ~ U 是相应的全纯上闭链 
问题（即在覆盖区域的交集= U a f]Up 上全纯函数 组). 首先，利用上一目的定 
理2我们分解这个上闭链为光滑函数，即存在函数如 e C °°( C / a ), 使得在上有 


( 10 ) 


haB ~ 90 — 9ct 


在第二步，我们来修正这个解，将如换为全纯函数.为此我们注意到，由于 
在每个交集 C4 / 3 上的全纯性,我们有 dKp = dg ^ - dg a = 0. 由此看出，有一个在每 
个 C / a 上等于 dg a , 实际上在整个区域 D 整体定义的双阶 （0,1) 形式 a ; (因为在每个 
交集上 dg a = dg p ). 这个形式显然在 D 上为闭（因为每个点 z e D 连同其某个邻域 

属于某个仏，而在那里 


dg a , 从而知= 0) 并具有光滑的系数- 

由定理1，存在在 D 中的光滑函数 P 使得办=于是对所有函数 / i a 

= 0. 还需替代(10)，写出 


\jj — 


4 Ua 中全纯，这是因为在这里 Ma = dg a 


— U) 


9a — 9 


( 11 ) 


ha 0 二 （90 - 9) - (9 a - g ) = hi 3 - h 

我们已分解上闭链 { h a(3 } 为全纯函数,而由前一目的定理1，这对于相应的库赞 
问题的可解性已足够了 .口 

注. 求解第一库赞问题我们所根据的两个事实中的第一个是具光滑系数的上同 
调群 H 1 (你，多) 的平凡性,它对任意光滑流形的任意开覆盖均成立（参看第 44 目定 
理 2). 第二个事实是，在流形 M 上否-问题的可解性，或者，相同地，闭 （0.1)- 形 

式相对于恰当形式的商群 H l { M ) 的平凡性则非常微妙并不总成立 • 

在解否-问题时出现的困难是由于当 n > 1时方程组 df = u 的超定引 起的: 

它化为在一个未知函数/上的 n 个复条件.但是，如果在右端的形式 a ； 在区域 D 
中具紧支集（当然，为否-闭)，则此问题容易解决：只需在支集外令其为零便延拓 
在任意包含 D 的多圆盘中，并利用已证明了的定理 1. 因此,在此问题中的主要困难 

在于要排除掉区域边界的影响. 
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许多涉及0 一 问题的研究由拉尔斯 • 赫尔曼德尔 (Lars Hormander ) 的工作所完 

成,他证明了可以对所有伪凸域,亦即意味着对所有全纯域（对其边界的光滑性没有 
任何要求）排除掉边界的影响.我们不加证明地给出这个结果 A 


定理（赫尔曼德尔). 在任意伪凸域 DcC n 上方程 d 卜 lo 在 C ^{ D ) 类中对 
任意具 D 上光滑系数的否-闭的（0，1)-形式有解，即对这样的区域有 




( 12 ) 


根据这个所引述的事实，我们可以重复定理2的证明从而得到对覆盖的第一库 
赞问题的可解性定理： 


定理 3. 对于伪凸域 D C C n 上的任意覆盖 {C/qJ, 任 一 个第一库赞问题 { fa } 


都有解 


* 设区域 D !, D 2 C C n , Dif ] D 2 = D 为全纯域.证明，任意/ G ^( D ) 可以表示为 
/i + / 2 的形式,其中乃€ ^{ D 3 ), 3 - 1，2•氺 


§16. 层论的方法 


在这一节里我们想使读者认识一些方法,它出现在将复分析的思想与代数和拓 
扑思想的结合之中.在这些方法的创建中的主要成果属于法国数学学派，首要归功 
于 H . 嘉当和 J . P . 塞尔.我们的目的不在于方法本身而是它们的应用.所以有些论 
断将没有证明. 

我们从在第44目中引进的术语的推广着手,把它们从亚纯函数推广到某个代数 
结构的任意层的截影.为了有确定性，我们总把层看成是以加法为运算的阿贝尔群 


的层 


46. 上同调群 

我们考虑拓扑空间 M 的覆盖歆= { U a } aeA . 在其中给出了一个阿贝尔群层义. 
固定一个整数 r ^ 0并对任意一个多重指标 a =(勿，… ， a r ) G 记 


( 1 ) 


u a = ^a 0 n***n^ 


为此覆盖中 r + 1个集合的交. 

对空间 M 上所给覆盖會，称以层义为系数的 r 阶上链指的是一个函数/ I ，它 
把每个多重指标 a e #+ i 指派某个截影心 G r ( C / a ,^) (参看第此目)，并且它对指 
标为反称，即在指标的偶置换下不变,而在奇置换下改变符号（记住，在茎上的运算 


〕 参看赫尔曼德尔书的定理 4.2.5, 其在 §14 中引述过 
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推广到了层的截影上）如果 C / a 为空则假定心三0.所有 r 阶上链的集合我们记之 
为 c r (^, y ), 其中的上链是关于覆盖货，且以层义为 系数； 这是一个作用在茎上 
运算下的群. 

我们现在来定义上边缘算子&它把每个 r 阶上链带到 r + 1阶上链6/1，其规则 


(6/ i ) q w … Q r + ^ 


( 2 ) 




(右端指标略去).映射 


6 : C r (歆，夕 ）—（ T + 1 (歆，义) 


(3) 


显然是对应上链群的同态. 

算子 S 类似于边缘算子0 ( 第14目)，像3那样它也是等幂的，即其平方为零 


(4) 


称上链 ft e C r {^, y ) 为 上闭链 是说,如果它的上边缘队= 0;称集合 

z r {^,y) = {he c r (^,y) ：^h = o} 

为（系数为夕的）第 r 个上闭链群 称上闭链 hec r 上同调于零 或者是 个上边 

缘是说，如果存在上链 y e c r - i (^, y ) 使得知=&这样的上闭链群被记以符号 

它是群 （5) 的子群，而称商群 


(5) 


⑹ 


为对覆盖饮的（系数为 义的） 第 r* 个上同调群. 

在特殊情形 r = 1,上链 { h aoai } 定义在覆盖集合的交集 U aoai 上使得 /I 

0 (对指标的反称性).上边缘算子把它们转换为2阶上链,使得 ( bh) a 

+ h aoCil ® U aoCtl a 2 中成立.故而上闭链是那种上链，对其有急 
h a2ao + h aoai -0.0 阶上链 { h a } 的上边缘为上链 (^ h) aoai = h ai - h ain 因而，一阶 
上边缘为那样的上闭链,对其有 h aoai = h ai - / i Q 0 . 在这里对 r 二1的情形引进的 
术语与在第44目中所考虑的相同,而在那里所定义的上同调群就是群 

我们再考虑零阶上同调群.在这里上闭链为上链{心},它在每个交集 C / ac ^ 上 
有 / i ai - = 0. 因此，每个0阶上闭链 h 定义 了在整 个空间 M 上的夕的一个 

截影，即一个 整体截 影：群 r ( M , y ) 中 的一个元素，它在每个 c / a 上的限制等于心. 
-1 阶上链按定义是个空集，从而0阶上边缘仅仅是零上链.相对于它作商群是平凡 
的，因而成立 




h 


0Ot\Ot2 


-h 


h 


OjqQ ；2 


定理 1. 在拓扑空间 M 上对任意覆盖％,系数为 义第 0个上同调群等于这 

个层的整体截影群： 




⑺ 
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我们还注意到，第44目的关于群平凡性的定理2几乎可以原封不 

动地搬到前面上同调上.就是说,成立 

定理 2. 对复流形 M 的任意开覆盖皆.系数为光滑的 （0, s )- 形式芽层多& 
的上同调群为 平凡： 


对所有 r 彡1和 s 彡0， H r (你 〆 ， s ) = 0 


( 8 ) 


A } 是个上 边缘. 选取属 


证明.要求证明任一个上闭链 LJ = {LJ 
于覆盖货的1的分解，其满足在第44目定理2的证明中所指出的条件，另外对 


Oiv ^ 


Q()"-QV ， 


( a 0 , …， a r _ i ) eA r ^ l /3 eA , 我们令 




^(3^ (5 a 5 在上， 

在上 






0, 


PeA 


我们得到了 r - 1 阶上链 a / ; 它的上边缘 




)a ? a ? = E(-d 






v =0 




o 这是因为 a ； 是个上闭链，因此 


但是 


E (—1) 




Qot 


()• 


/3 G-A 


(心％，〜 = 2 l 

G€A 


= ^Otir-Oir 


即 fia / = 


□ 


氺设 IP 1 = {[切0,切 l ]} 被标准的两个区域 Uo = {切0 / 0} 和={奶/ 0} 所覆盖.证明， 

对此覆盖有 = C , H k (^^) = 0 ，fc > 1.[提示：考虑函数按局部坐标2 = w ^ wo 的幂 
级数展开，并比较在和 t/cn = {0 < | z | < 00 } 中的 展式； 当 k > l 时结果为平凡 •] * 

现在我们从对覆盖的上同调群过渡到空间本身的上同调群.为此必须建立局部 
化过程,这类似于第28目中从预层过渡到层的过程.就是说,我们赋予覆盖的集合 
以包含关系作为偏序，并定义与这两个覆盖相关联的群之间的同态，这两个覆盖中 
的一个细于另一个，并利用这些同态过渡到正向极限. 

设给出了两个覆盖？/ = { U a } aeA 和穴= { VpbeB ； 称第二个覆盖为第一个的 

加细（记为 y 是说,如果存在映射 


⑼ 


B-^A 


P 


itV 6 c U m 对所有 peB 成立.在所给的 p 下，每个上链 /I e 可相伴于一 

个上链 p/i e CW 对每个多重指标0 e S r +1 , 令 ( ph ) p 等于 h p ⑹在 V p 上的限 
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制 1 因为我们对任意上链 / l 有 h ( P h ) = p (^ h ) (在这里 S 为上边缘算子).则 p 诱导 
出映射 


H r {^^) H r ( Y , y ) 


( 10 ) 


p 


它显然是个群同态 


引理. 如果%,则同态 〆 不依赖于映射 （9) 的选取 


证明.对 r = 0,由定理1知，引理的断言显然正确，故可设 r > 1. 设除去 
外还给出了映射 

r r+1 ( 歆）— c r ( r ) : 设对每个 a e B r+1 具有序指标 j 3 0 < j 3 i < 

个上链 /i G c r +1 ( 欽）有 


A 使得 R C U 剛， f 3 e B 为任意.我们定义映射 

< /3 r 和对每 


B 


P 


P 


G : 


• • « 


( ah ) 0 = [(-I 广 /i 


(ii) 


p(Pi)) — p{Pu)P (Pty) … 


iy =0 


直接计算 2) 证明，对所有 /i e cr +1 ( 旬有 

< j (8/ i ) + = p f h — ph . 

特别地，如果 h 为上闭链（认 = 0)， 则 〆 h — ph = 6( a / i ). 从而 〆 i 和 〆 属于按上边 

缘做商时同一个等 价类. 由此看出， p 和 〆 对应了同一个从群 iF (级）到 H r ( Y ) 的 
同态. □ 


只依赖于这两个覆盖（在给定 Af 和 义时） 由其也 


依照这个引理 ， P 
可看出它满足可迁性：如果玟 H 则 


= 


( 12 ) 


P^w ~ P^vw ° 


因此，实际上我们处在与第28目中的相同的状况（与其唯一的差别是将集合在 

这里换作考虑集合的族，即覆盖)，从而可以实现想要的局部化. 

为此我们考虑空间 M 的所有可能的覆盖并约定元素/ G H r (^) 和 p 6 H r { r ) 
等价是指，如果存在覆盖災使得災4，并且 p ^ w ( f ) - Prw ( g )- 在此关 
系下的等价类的集合，即正向极限 


(13) 


lim/r (欽，义）= H r (M,y) 


% 


，〜 ) ， 〆 《 = (P(Ad) ， •• ， 〆〜)) mv p = % 门 … 门以 ; 


U 对应对前面采用的记号，/? = ( A )， 

层的 记号# 在群和其他一些地方已被省略. 

2 >我们对 r = 1 进行计算.设 = {( 3 o , 0 i ), p ( Pu ) = oc Vy p f ( Pu ) = 

另一方面， （6 ai ) 


ol 9 v \ 我们有 （ p % - ph)p = 
从而由 （11) 有 [ a (^ h)]p 


—九 Q ： 1Q：2 —九 CtOQ：2 + h 


/ — Ai a 


h 




OCQOCl 5 


OtQCtl OL2 


+ ^0^-(^!^ ^ h a 0 Otl ). 但是对应于 r = 0 时 （11) 的公式，我 


( ftAi ) ao « — ( S / i ) aoaiia / = h 
们得到 (( rh ) p 0 = 。心 由此 [^( ah)]p = (< jh ) p 1 ~(< jh ) p 0 = / i Qia / - " ac)0 ^ 因此， [ crh ) + ( crh)]p 


- h oc 
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被称做空间 M 的第 r 个上同调群 （系数为层义) 


注.由此定义看出，如果对空间 M 存在任意细的覆盖欲使得1^(昝,夕） 二 0, 
则对此空间有 H r ( M , y ) = 0. 

我们发现.当 

任意覆盖货均成立.这是因为当 

上边缘的原像仍是上边缘. 


1时其逆也成立：如果二0,则= 0对 

1时，同态 〆 ： H l {m ^ H l m 为单射，即 


为证明这个事实，我们考虑上闭链 ft G Z \ U ), 满足 〆 h = 祝,其中 V e C °( V ). 

p (/^)) 中我 


于是对任意 Po . PieB , 在交集(而它包含在中，其中 
们有 ft 

立关系 h aoai - h aoa + h aia = 0 , 或者考虑到前面所说，有 


a 


3 


因为 h 为上闭链,则对任意 aG A 在交集 U a f ] VpoP , 中成 


= h 


Pi — 


CtoOii 


+ ^aoa = ^ h aia . 

这意味着它定义了 T ( U a ) 中一个截影，对任意 p e B 它在 Uc . p^Vp 上由等式 
h a = h (3 + hp ( j^、 a 给出.因而在交集 U aoai P | V (3 上得到了 

^ a 0 = hQ-\r h_ ai - hp — / ip (/3 )ao = " p (/0 )ai — ^ p ((3) 


h 




Oio 


= h 




(我们在这里再一次利用了 /! 是上闭链的性质)，即 / l 是个上边缘. 

由覆盖的上同调到空间上同调的一个简单的充分条件由勒雷 ( Leray ) 的一个定 

理给出： 如果覆盖欽 = { U a } 使得对所有 fc > 0 和所有交集 C/ a 二 U ai f ]- f ] U ak 

有群丑％%，夕 ） = 0,则 H r {^^) - fT ( M ， y),r 彡 0. 


47. 层的正合序列 

我们从层之间的映射的概念开始，这个概念完全类似于黎曼域间的映射（参看 
第22目).设在同一个空间 M 上给了两个层和（夕, r ). 我们 称从义 的拓扑 

空间到夕的空间的连续映射 


( 1 ) 






为层映射是说 ，在义 上处处有 


( 2 ) 


如此引进的层的映射概念保持了纤维（茎）不变:对任意点 p e M 有 ^{ y p ) c 
它也保持了截影不变:如果/ 为层外 在开集 UCM 上的一个截影，则映射 p 。/ 
在 [/ 上连续并且 rob 。/) 

9^ ° / ^ - 

称映射 ^ p：y ^ sr 为 层的同态 是说，如果它是这两个层之间的映射，并且除此 
之外还保持了茎之间的代数运算.称层的同态为它们之间的一 个同构 是说，如果^ 

是到夕上的相互 一一 映射， 


/为恒等映射（由夕的截影的定义).而这表明 


a o 





§16. 层论的方法 


229 


进 一 步.设(夕 ^ cr ) 为 M 上的阿贝尔群层,且集合夕 C 义;称为层 
的子层是说,如果： 1) 夕开于夕\ 2) cr (夕 ） = M 和 3) 对任意点 p 6 M 、茎 ％是群 

〜 的子群. 

如果夕是阿贝尔群层义的子层.则对每个点 pe M 可以构建商群多 p = 

y ^ p /^ p ； 这些商群的并 


^ 1^ = [J y v /^ p 


(3) 


在赋予商拓扑时便被称为 Af 上 的商层 


例题. 

(1) 设0是复流形 M 上的平凡层（在每点 peM , 这个层的茎由单个元0组成), 
C 为常层，0为全纯芽层，而多为在同一流形 M 上的无限可微函数的芽层.在这 
里的每一个前面的层就随后一个的子层（验证子层定义中的开集条件). 

(2) 在复流形 M 上层0是 M 上的亚纯函数芽层 I 的子层.我们把0和 f 
看成是 加法群 （关于函数相加)；于是对任意点 p e Af ， 茎仏是為的子群并可构成 


商层 


jfl j 0 — / 6 V 


⑷ 


这个商层中的元素在点 peM 的亚纯函数芽的类中,两个元素的差是个全纯函数芽. 
(换句话说， Jite 中元素是芽 f p e <的等价类，其中和 g 被认为是等价,是指 
如果 g g e 仏 .） 就像我们马上就会看到的,这个层与第一库赞问题有关. 

(3) 从层 f 中除掉对应于零截影(即在 M 上恒等于零的函数） 的芽: 于是, f * 二 
^\{0}可以被看成是以乘法为群运算的 乘法群 .设为在每点 p g M 的％中的 
可逆元组成的层，即那些对应于在点 p 不化为零函数的元素.显然.，是的子 

层，并可构建商层 


j(^G^ = (J 

pEM 

它的元素是不恒等于零的亚纯函数芽的类,这些亚纯函数的商是不为零的全纯函数 
芽（换句话说，这是芽 { e 的等价类，其中 r 和 f 〃 被认为等价是说，如果 

r ( r )- 1 e ^).就像我们马上就会看到的,这个层与所谓第二库赞问题相关. 


⑹ 


我们转向在这一目中基本的概念，即层的正合序列的定义.设给了两个阿贝尔 
群层的同态： 


⑹ 




'、外 9 中的拓扑是商拓扑的理解是,在其上的一个开集必须是空间/中一个开集的等价类的 


集合 
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称序列 （ b ) 在项％为正合是说，如果 


⑺ 


im Kpi = ker … 


(^ l (^ o ) 表示了 义1 中元素的子群.这些元素是为)中元素 


我们记得，符号 

的像（同态 Pi 的像)，而符号 ker (^ 2 是由只 中那些被^ 2 带到义 2 中零的那些元素 
组成（即 同态外 的核).因此,序列⑹的正合性表明列变到0的元素正好是由 


im 


带过来的元素（图 45) 


图45 


任意个阿贝尔群层组成的序列 


( 8 ) 


1-1 


被称为正合是说它在每个只正合 


例题 • 

⑷序列 


⑼ 


^2 


0 


0 


的正合性,其中两端的元素为平凡层（它们的所有茎为由单个零元组成的群)，而2为 

嵌入映射，这表明 W 是 到义 2 上的同构.事实上，因为 ker W 
( f 为单，而因为 im vp = ker j = y 2 , 故其为满. 

(5) 序列 


= im t = 0 , 故映射 


sr 夕 /y — 0 ， 

其中夕 7 为夕的子层, f 为嵌入映射，而 w 为自然同态,它把夕中每个元对应于包 
含这个元的等价类，是正合的.事实上， （10) 在夕的正合性来自 i 为单射,在项 

将 义 变为 0, 而在 57 义 则因 W 为满. 

(6) 更一般地，阿贝尔群层的序列 


( 10 ) 


0->^ 


则由 


<^0 2 


( 11 ) 


巧 — 0 




的正合性表明外为满而 


(12) 


乃，它同构于只对核 kerp 2 = ip ^ i ) 的商群 


为群％的像 


im ( f2 = 
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最后我们不加证明 1 >地引进两个定理中的 一个， 这两个定理是层论在分析中应 
用的基础.至于第二个定理我们将在下一目中谈到它. 


定理 I (序列的正合性). 设空间 M 为豪斯多夫的并具有可数的开集基.于是 
在 M 上任意层的正合序列 




(13) 


0 夕'二夕^夕〃 — 0 


对应于上同调群的正合序列 


H °{ M , y , ) ^ ^ H 0 (Am 

H 2 (M,y f ) —… 

等等,对所有维的上同调群. 

48. 局部化的第一库赞问题 

在复流形 M 上的亚纯函数芽层^可以由在这个流形的覆盖妒= { U a }^ A 的 

区域上截影 T ( U a ,^) 的预层得到了局部化的结果:覆盖的收缩系统的极限过程（参 
看第28目).对覆盖欲给出了的第一库赞问题,这是截影 / a e r ( n ) 的组，它们 
满足相容条件:在所有覆盖的区域的交集 = U a f ] Up 中差 fa ~fpe T ( U aP ^), 
即全纯，而问题在于求函数/ e r ( M ,.#) 使得 f — f a e F ( U a ^) 在每个 U a ,aeA 

成立.因此，问题的表述具有预层的特性. 

但是，不难给出它的局部化的翻版,这时替代截影的预层我们考虑层 f 本身•在 
这个形式中，相容的库赞条件是商层 鄭 在整个流形 m 上的截影，即群 r ( M , 釋、 
中的元素.事实上，每个点 peM 该截影给出了商群 M v !& v 中一个芽即一个亚纯 
函数芽，它确定到在此点的一个全纯函数芽的项问题便是求出截影/ e r ( M , 局, 
在这样的意义下对应于所给出的那个 截影: 对每个点 P G M ， 芽 f p 等于所给出的那 
个芽，但可以相差一个全纯函数芽的项. 

对于局部第一库赞问题的解需要关于问题可解性的赫尔曼德尔的一般性定 

理,其特殊情形已在第45目的末尾引述过:代替其中 （0,1)- 形式的叙述要进行有 
关 （0， S )- 形式的叙述,而代替伪凸域的是任意的施坦 ( Stein ) 流形 （参 看第 4 1 目) • 

定理 n 问题的可解性). 在任意施坦流形上第 s 个关于算子3的上同调群 

(即关于习的双阶 （0,4 的 M 上具光滑系数的闭形式群对于恰当 （0， S )- 形式 
子群分 ^的商群）对任意 S > 1是平凡的： 

H S ( M ) = Z ^ s / B^ s = 0 

D 见第 41 目末尾的脚注所引的赫尔曼德尔的书的推论 5.2.6 


0 


(14) 


(1) 


s = 1 ， 2, 
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换句话说，在施坦流形上方程 


(2) 


da — u 


在类中对于任意形式 e 二0,有解.证明略去 1 \利用定理 n 便证 


明了 


定理 1 ( 多比尔特 ( Dolbeault )). 对任意复流形 Af ， 具全纯系数的 . s 维 ， s ^ 1, 
上同调群同构于群 H S ( M ): 


H S ( M , - Z°' s /B 


O.s 


(3) 


s 二 L 2, 


证明•以多 s 和 P 分别表示流形 M 上光滑的和（对算子旬闭的双阶 (0, S ) 
的形式的层，并将它们看成是对于加法的阿贝尔群层.层的序列 


8 


% 


s—1 


% 


S _ 1 


⑷ 




S 


Z 


o^z 


0, 


其中〗为嵌入，对任意5 > 1为正合.事实上，在第一项有 imi = ker i = 0. 在这二项 

有 im i 

实，即在每点 P eM 有可缩的邻域系而这些邻域是施坦流形（例如，是局部坐标空 
间中球的双全纯像),而由定理 n ， 这样的邻域中每个闭形式为恰当. 

由前一目的定理 I 有上同调群的正合序列 

0 — H °( Z s ~ l ) H °{ W s ~ l ) -> H °( Z S ) -> H 1 ^ 8 - 1 ) 

-> _> H l { Z s ) -> H 2 ( Z s ~ l ) … 

(在这些群的记号中我@略去了符号 M ). 我们回忆，第0个上同调是整体截影并由 

第46目的定理2 H r { W s ) = 0,对所有 r > 1和 s 彡0,故由 （5) 得到 

H l ( Z s ~ l ) 0 


,而在第三项有 imd = Z s : 最后面的这个论断来自这样的事 


S—1 


= ker d — Z 


(5) 


r^- 1 ) _,r(z s ) 


从而，由于前一目的公式 （12) 有 


H ^ Z 8 - 1 ) - Y ( Z S )/im T (^ s ~ l ) = H S ( M ) 

由同一个序列 （5)， 我们进一步对 r > 1和 s > 1有 

0 — H r ( Z s ) -> H r +1 ( Z s ~ l ) 


⑹ 


0 


由此得到（参看前一目的公式⑼)， 


H r { Z s )^ H r + l { Z s ~ l ) 


⑺ 


>参看前面所引赫尔曼德尔的书,推论 5.2.6 
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根据 （6) 和⑺最后得到序列: 


H S ( Z °) 


H S ( M ) - H l { Z s ~ l ) - H 2 { Z s ~ 2 ) - 

还要注意，0是光滑复函数/的芽层,其中的/ 满足办 = 0,即 M 上的全纯函数 

芽层仏口 


结合⑴和 （3) 给出 


推论. 对任意施坦流形有 


H S { M . ^)=0 对所有 s > 1成立 


⑻ 


现在不难给出第一库赞问题的局部形式的可解性的证明 


定理2 ( H . 嘉当). 对于任意施坦流形 Af ， 任意第一库赞问题可解 


证明. 我们考虑 M 上的阿贝尔群层的序列 

◎丄 J — 0， 

其中 S 为嵌入，而 W 为自然同态，它将每个芽 f G #对应于 川❹ 中包含 f 的类 
按照上一目的定理 I ，序列 


⑼ 


0 


正合，而因为 M 为施坦流形，故 H l ( M , ^)=0, 从而映射 

r(M ， i) — r(Af, 』 7 沒） 

为满射，即层 釋 的每个截影对应了一个亚纯函数/ e r ( M ， i ). 而这即表明了 

问题的可解性 .口 




因此，第一库赞问题（局部形式或对于覆盖的）对所有的施坦流形可解,特别地 
对 C n 中的全纯域可解. 

我们发现原来 C 2 中所有对此问题可解的区域被全纯域所穷竭： 


定理 3. 如果区域 Dec 2 对任意第一库赞问题可解，则 jD 为全纯域. 


证明.如果 D 不是全纯域,则存在中心在边界点 C € 0 D 的球尽所有的函数 
fe e { D ) 可解析延拓到其上.取任意点 ZGD ^ B 并在线段 < 选取点 C G e 逼 
近于 Z 不失一般性可设 c ° = 0 且直线 h = 0} 包含了线段 ; c 利用在 

D 中库赞问题的可解性，我们现在可以构建一个函数9 e ff ( D ) 它不可解析延拓到 
球 B 中，而这导致了矛盾. 
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函数 g 的构建可以像在第44目的例子那样进行.像在这个例子中那样，我们选 

取 C4 和 t/ 2 , 并考虑相容的库赞条件:在中 /i 二 l/{ziz 2 )； 而在 DpiU 2 J 2 = 

0 如果/对此问题有解，则函数 g = z 2 f 在 D 中全纯.但是在 
D n { z 2 = 0 } 包含了线段 [ tu ] C 从而 .g 不能解析延拓到 B 中 .口 


的区域 


9 = 


zi 


这个定理不能推广到空间 C'n > 3. 

例题.考虑区域 JD C C 3 , 它由单位多圆盘 C / 中去掉了集合 h < 1/2, 
彡 1 / 2 ,卜 3 |彡 1 / 2 } 得到; 换句话说，乃是多圆盘在其上的边缘 

样被向内压缩.以三个全纯域覆盖 


Z2 


1就像图46那 


之 3 




Ui = {z : 1/2 < \ zi \ < 1 , \ z 2 \ < 1 , \ zs \ < 1}, 

U2 = {z ： \ zi \ < 1 , 1/2 < \ Z2 \ < 1 , \ zs \ < 1} 

Us = { z : \zi I < l ,\ z 2 \ < 1,1^31 < 1/2}， 


( 10 ) 


并考虑相应的全纯上闭链仏将在区域 C / 123 中展开为洛朗级数因为这个 
展式在中收敛，故得到/ 1 23 和 — 展式的主部分别等于这些函数对勿和 q 展 
成洛朗级数的主部.因此，由在 f / 123 中的等式 


( 11 ) 


h\2 + &23 + 九 31 = 0 , 


我们得知函数 h 12 的洛朗级数的主部可分解为两部分，其中一部分对 q 为全纯，故 

被延拓到 c / l ， 另一部分对勿全纯从而延拓到但是由等式 (11) 从而得出函数九23 

和/ 1 31 的洛朗展式的主部分别延拓到％和 C4 . 类似地我们得到这些函数的正则部 
分也可延拓到相应的区域.以 h 表示 h 31 在 Ui 中的延拓，表示 / l 3 2 在 C / 2 中的 
延拓，并令在 C / 3 中= 0 .于是在 C / i2 中有 


ho — hi ~ hs 2 — ^31 —九 12, 
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并且因此知 { h ^} 是上链 { K } 的上边缘，即对于覆盖 （10) 的第一库赞可解.由我 
们已指出过的不难得出的结论，局部形式的库赞问题在 D 中有解.还要注意， D 本 
身不是个全纯域，因为它不是一个对数凸的赖因哈特区域. 


49. 第二库赞问题 

这个问题推广了按所给零点构造全纯函数的问题，在单变量情形它由魏尔斯特 
拉斯定理所解决（卷 I ,第46目).称它为对覆盖的第二或乘法库赞问题，并叙述于 


后: 


给出复流形 m 的覆盖货= { u a ) aGA , 并在每个 [/ 上给出了函数/« G r ( c / a ， 
JC % 即不恒等于零的亚纯函数.并且满足下述的相容条件：在任意的交集= 
u a f ] Up 上分式 fjfp e r ( c / ay 3 , e *)， 即为没有零点的全纯函数.要求构造流形 m 
上一个亚纯函数 /• 使得 f / f a e r ( C 4，*), 其 a G A 为任意. 

这个问题的解函数/，在每个 E / a 上有与所给亚纯函数 / Q 相同的零点和极点 
(计算上重数).该问题的局部形式可规定如下：对所给层的截影（相容条件) 
求对应于它的在整个流形 M 上层义 的截影. 

我们还引进库赞第二问题的另一种阐述.在第43目中我们曾引进所给亚纯函 
数的除子概念.我们现在一般地称流形 M 上的偶对 △ = ( A , k ) 为除子是说，它由余 
维1的解析集 A (除子的支集）和整数值函数 fc (除子的次数）组成，其中 在/的 

正则点集上连续.称除子为正是说处处有 fc 〉0,为负如果处处 k <0 (与第43 
目比较).我们约定当 p 6 时&⑼三0,于是可以引进除子 Ai = ( A u k !) ^ 

△2 = (乂2, &2)的和（差）为除子 Ai ± A2 = (Ai (J A2 . k \ ± A ：2). Ai = A2 是说，如 
果~ — A 2 具有次数 k = 0. 

称除子 △ 为 主除子 是说，如果存在 M 上的亚纯函数/，使得 △ = △/，即这个 
函数的除子（参看第43目).在任意平面区域 D ^ C 中任意除子都是主除子，这是 
由卷 I 的魏尔斯特拉斯定理和米塔-列夫勒定理得到的.但是对 C 这已不是这样的 
了： 除子 ( oo , l ) 不是个主除子，这是因为在 G 上不存在这样的全纯函数，它在无穷 
远点具有一阶零点（所有这样的函数为常数).在 C 2 上也存在这样的区域，它不是这 


样的 


{|^ i | = 1, Z 2 = 0}. 考虑除子 A = ({勿= 0}， fc )， 


其中当 |^| < 1时 fc = 0,当 ㈣ > 1时 fc 二 1. 它为非负，故使得它只能对应于 
D = C 2 \ 7 中的全纯函数.由紧奇点定理,这个函数可以延拓为整函数，但是因它在 
{z 2 = 0} 上的限制不能在 7 内等于零，并在7之外也不为零，因此 △ 不是主除子- 


定理 1 . 对复流形 M 上的任意覆盖％ = { U a } aeA , 第二库赞问题有解当且仅 
当在这个流形上任意除子是主除子. 


证明 • a ) 设在 Af 上任意除子都是主除子且设 {/«} 为对 覆盖义 的任意第 
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二库赞问题的条件.设= ( A ai fc a ) 为函数 / a 的 除子； 因为对任意交有 

fjf (3 e ^( U aP ), 则在此交集上有 A Q = 為 3和 = k 0 . 因此 A = U 为余 

< xEA 

维 1 的 M 的解析子集，且在 U a 上 k = k a 是在上整体给出的整数函数，即 
{ A . k ) = △是 ikT 上的除子. 

取函数/ 6 ^( M ), 使其 A / = △. 于是 /// a 对任意 a e A 在 C / a \ A a 和在 
的正则点中全纯且不为零,而因为4的临界点集的余维不小于2,故按第32目的 
定理 4 /// a 被延拓为 ^{ U a ) 中的函数，显然并不取 零值. 因此/是对具条件 { fa } 

的问题的解. 

b ) 设在 M 上该问题可解且△二 （ A , fc ) 为任意一个除子.因为 codim A = 1，故 
对任意 a€ A 存在有限个函数 G ^( C / a ) 使得 

Af]U a = M{^ - 0}. 


不失一般性可设 = 仏％ 二0丨为不可约集，而为不可约函数（与第24目相 

比较).次数 fc 在 a % 的正则点集上为常数,设其为 fc a / . 我们令 / a 二 n (^ j ^ 对 

那些 U Oi f ] A ^0 的 a ， 同时对其他的 a 有 / a 三 1. 这是第二库赞问题相容条件， 
并且由假设条件,存在函数/ G i ( A /) 为它的解.按构造 △/ = A . □ 


因此，对于覆盖的第二库赞问题被证明原来等价于按所给除子构造亚纯函数的 
问题.对于局部的阐述情况类似.在这种情形，该问题的相容条件可作为层货= 

上截影来处理，称免为除子芽层,而这个问题便化为寻找对应于这个 

截影的函数/ e r ( M , f 5 ). 

转到可解性问题.有了第二库赞问题的相对于流形 M 上覆盖％ = {[/«} 的条 
件 {fa}, 则可以在每个交集 = u a nu p 上考虑公式 


fee 


( 1 ) 


hc ^ = ^er(u ♦ 炉 ) 


b 


函数满足条件 


( 2 ) 


hct/3^l3(x = ^Q ： j0 


它是第44目中条件的乘法类比，它定义了全纯上闭链，我们称对所给覆盖發的它 
们的组为一个 乘法上闭链. 如果{/^}和{^}为两个这样的上闭链，则它们的乘 
积即函数组= h f a (3 h ^ 也是个乘法上闭链.这样的上闭链构成了一个群，以记号 

代 表它. 

像在第44目中那样,第二库赞问题是可解的当且仅当存在函数 h a e r ( c / a ，發 *) 
使得在每个上有 


(3) 


"a/3 = ^(3/^ct 
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这样的组 { h a(5 } 被称做 乘法上 边缘; 这些组组成了 的子群，以符号 S 1 (欽， 

记之.称商群 


= Z 1 (發， ^*) 

为对覆盖發的以层，为系数的第一上同调群， 在这里的群运算像在那样是乘 

法而不是在 H \^^) 中作用的加法由的平凡性显然得到对覆盖势 
的任意第二库赞问题的可解性. 

产生的自然想法是利用对数映射把库赞第二问题化成第一问题.因为函数 /im 
全纯并不同于零,故当假定交集为单连通时，我们可以在它们中每一个中选取 

In h^p 

的第二个条件，我们于是得到，在交集上有 


⑷ 


的一个全纯分支，并且由于 （2) 的第一个条件使得+ 二0.由 （2) 


9cx(3 




Qol( 3 S^ycx. = ， 


其中为某个整数.如果所有这些数等于零，我们便到达了第一库赞问题,而解 
此问题就得到了第二问题的解.但是，一般说来情况并非如此，而且在流形 M 上除 
了第一库赞问题的可解性条件外，还需要附加某些拓扑的限制条件，它应该能保证 
选取 In = g a (3 的分支，使得所有的最后被证实都为零. 

这个限制条件可表达为对于覆盖没的整系数的第二上同调群为平凡的条件, 
按照在第46目中所釆用的系统，它以符号 H 2 (^, Z ) 表示.它表明任意二阶整数 
上闭链，即三指标的整值函数 k a (3 l 对指标为反称，并在四重交上满足条件 

^0：7<5 + — = 0, 可表不为 


k 


歸— 


(5) 


= — fco：7 + ka/3 、 


为整数 


其中 k 




定理 2 (塞尔 （ Serre )). 设昝= {[/«} 为复流形 M 的一个单覆盖，即所有交 

mu ^ p 连通且单连通.如果对这个覆盖有 


Hi ( 似 . 《) = H 2 ( 你 , Z) = 0, 


⑹ 


则任意第二库赞问题对于它有解. 


证明.设 { h ^} e Z ' 饮 为乘法上闭链，按公式 （1) 所对应的第二库赞问 
题的条件为 {/ a }. 由相交集的单连通性，可选取= Inh ^ p 的全纯分支,使它们能 

做到对所有 a ，" 为 In h^cc = - In . 

在三重交集上我们有 


g r <x/3 + g’/3 飞 + 9^oi ~ ^ n ^ot(3 


⑺ 


7, 
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其中 { k _} 为 Z 2 (^, Z ) 中的整数上闭链.按条件 JT 2 (^, Z ) -0, 表明我们可以以 
形 （5) 代表这个上闭链,并令在 C / ai g 上 


.9a/3 = 9a(3 — 

于是在每个三重交集 U + 上由 （7) 和 （5) 有 

9ch(3 ^0*7 + Q'yct ~ — -f- - {- kya) = 0 


因此， M 是 Z 1 ^^) 中的全纯上 闭链. 按照定理的条件= 0,因 

我们令= e 〜；于 


此，它也是个上边缘，即存在6 ^( Uo ) 使得 

是 / i a G 0( C / a ) 和 / i a/ 0 = 二 hp / hoc . 这表明 {^ a /?} ^ B 1 (發 ,0); 我们便 


9(3 — Qot- 




证明了 从而定理得证. □ 


转到局部问题，我们发现如在拓扑中证明那样，整系数上同调对于空间的同伦变 
换不变（这反映了它们的拓扑特征).我们已知，拓扑空间的两个连续映射 f，X — 
Y 被称做同伦是说,如果存在连续映射族 ft ： X -^ Y , 它连续地依赖于参数 f e [0, 1]， 
并且使得 f G = f ， j\=g (与第21目的同伦方法相比较).称两个空间同伦是说，如果 
存在连续映射 / — Y 和 — X ,使得 gof 同伦于空间 X 的恒同映射，而 

fog 同伦于 Y 的恒同映射 • 


氺证明， 

1. ^ B n = {z e c n 


< R } 同伦于球面 


< 1} 同伦于一个点，而球环 {z e C 


r < z 


z 


{\A = i} 


2. 对于球，当 s 〉 0 时有 H s ( B n , Z ) = 0, 而对 n 维球面当0 < s < n 时 H s ( S n , Z ) = 0, 
而 H n ( S n , Z ) = Z . 

3. 如果对流形 M 有 H s ( M y Z ) = 0,则对它的任意单覆盖有 H s (^, Z ) = 0.^ 


现在来进行定理2的局部不变性的证明. 

定理 3 (塞尔). 在施坦流形 M 上，如果它的第二个整系数上同调群平凡 

H 2 ( M ， Z ) =0， 


⑻ 


则 M 上的任意一个第二库赞问题可解 


证明.考虑乘法群层的正合序列 




jeie 


6并 、 M 


m . 对 


其中 i 为嵌入，而 W 为自然同态（其正合性来自 
应于它有正合序列 


ker ip 和 


im ip = 


im z = 




⑼ 
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所考虑问题的可解性条件是映射 


r(ivm — r(M,i7，) 




为满因为序列 （9) 正合，故这个条件化为 

H\M, ^*)=0. 

我们对此条件给出另一种形式.为此我们再考虑一个正合序列 


( 10 ) 


( 11 ) 


0 — 夕二6 


其中 i 为嵌入同态,而 e : f H e 2 ntf 为从加法群层0到乘法群层0的同态汰对 
应于它的序列 


H X ( M , -> W ) — iJ 2 ( M , Z ) -> H 2 ( M , 

也正合，而因为 M 为施坦流形,故它两端的群均平凡.由此得知中间的两个群同构， 
并由条件（8)，等式 （10) 的确成立 .口 


注.由此证明看出，对于对应于 r ( AH */0) 的某个截影,具体第二问题的可 

解性的充分必要条件是在同态 




下这个截影的像为群中的单位元.塞尔还证明了对于施坦流形, a 总是 
满的（另外，对于任意元0 € H X { M , &*) 存在对应于它的元素/ G 只 

由全纯函 数芽组成).因此，如果群 + 0, 则存在 T ( M ^ y ^) 中截影, 
对它而言第二问题无解，即对施坦流形.条件 （8) 对任意第二问题也是个必要条件. 


例题.存在不是施坦的流形，但是第二库赞问题也可解.空间 C 2 中的区域 D = 
{0 < |^i| < l ;\ z 2 \ < = 0,|^| < 1/2} 可以作为这种例子：它不是全纯域，但 

可以证明，在其中任意一个第二库赞问题都可解.由前一目的定理 3 看出，区域 D 

也可以作为对第二问题有解但对第一库赞问题无解的例子在前一目的例子（参看 
图 46 的例子）的区域 DCC 3 中第一和第二库赞问题都可解，虽说 D 并不是全纯 

域.第二问题的可解性来自 H 1 (免 0 = 0和 H 2 ( D , Z )=0, 这是因为 JD 同胚于球. 


塞尔定理的简单推论是下面的定理 


是 C 中的多圆形区域，其中可能除 


定理4 (冈 洁). 如果 D ^ D 1 

去一个外其余所有的都是单连通的，则在 D 中任意第二库赞问题可解 


X 


X 




序列 （11) 的正合性由后面事实可以 看出： 恒等于整数的函数在映射 e 下映到了 1并且每个 
函数/ / 0局部地可以表示为 e 2 ni 9 的形式，就是说，映射 e — G * 为满 
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证明.首先， D 显然是个全纯域.设 D 2 , 


D n 为单连通区域，于是 H 2 ( D , Z ) - 
H 2 ( D u Z ), 这是因为整系数的上同调群在与单连通平面区域作（笛卡儿）乘积时不 
变（我们不打算进入这个拓扑事实的证明).但是对任意平面区域 i ^， 群 F 2 ( D l 5 Z ) 
平凡（这至少可由卷 I ，第46目的魏尔斯特拉斯定理得 到)； 因此丑 2 ( D , Z ) 


» 響 


0 . □ 




例题. 特别.由定理4得到第二库赞问题在任意单连通多圆形区域中可解.但 
是对任意单连通的全纯域还不足以保证这个问题的可解性，这里是相应的例子（塞 
尔).区域 


+ 之！ + 之■一 i | < 1} 


D = { zeC s 


是一个全纯域这是因为在每个点 e 0 D 存在障碍：函数 f ^ iz ) = { Ci 2 + Cl + Cl 

(4 + 4 + zl )}- 1 g 疗⑼当 


- C 时无界.该区域为单连通，这是因为它同胚于 
0} 和单位圆盘的乘积.但是并不是任意的第二库赞 

问题都在刀 有解 • 事实上，区域同伦于曲面而它是个二维球面伽 e M 3 : 

x 2 1 - hxi - hx§~l = 0} (请证明!)，因此 H 2 ( D , Z ) = H 2 ( S 2 , Z )^0. 


曲面 M = {4 + ； s ：!4* 


3 — 


§17. 应用 

我们将考虑在上一节中得到的一些结果的某些应用 


50. 库赞问题的应用 

作为第一个应用我们考虑函数从施坦流形 Af 的解析子集的全纯延拓问题 


定理1 .设 M 为施坦流形,并且 


( 1 ) 


A — {p ^ M : ( f ( p ) = 0} 

为余维 1 的解析集，^ e &{ M ) 为它的定义函数 1 [ 于是 A 的任意点上局部全纯的 

函数/可延拓为 I e 零) • 

证明. 因为/在 A 的点局部全纯，则流形 M 上存在开覆盖 { f / a } 如此细，使 

得对任意满足# 0 的 a 存在函数 /a € ^( U a ), 满足条件 


( 2 ) 


/o ： |c/«n^i 二 f\u a nA 


在剩余的中，我们令/«三0,并且我们取函数组 / a /^ ^ 我 Uc ) 为对于覆盖 

{ U a } 的第一库赞问题的给定条件. 


D 参看第25目 
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因为在任意交集= wn% 上，由于⑵，差 / a - //?在 A 上为零，故由定 
义函数的性质存在函数 G 使 = 由此看出所考虑的这些 

条件相容，并且 


fa — f(3 


(3) 


^ a /3 ~ 




为对应于这个问题的全纯上闭链.依据第48目的定理2,这个问题可解，即存在函数 
K E 行㈣， 使得 / im 二 hf3 — I 将其与⑶比较，我们发现在任意交集 C4/3 上有 

fa^h 

对所有 Q 成立.因为在 Z 上 W = 0, 故几4=/. 口 


U+ifhfS. 因此在 M 上整体定义了一个全纯函数/，使得 / Ik 


* 设 M = {z G C 2 : 1 < |z| < 2} 和 Z = {之 e M :之2 = 0}; 证明. 函数 f(z) = l/(zi - 1) 

全纯于 A 但不能延拓至 M . 为什么在这里不能应用定理1?氺 


定理1让我们得到赫费尔 (Hefer) 展开式.我们在第30目推导韦伊积分公式时 
曾不加证明地应用过它.这个展式的基础是下面的引理 

引理.设 D C C n 为全纯域，并且 （n - fc) 维复平面 U= { zeC n 

0} 与它有非空交.于是任意在 UHD 为零的函数/ G & { D ) 可在 D 中有表达 


么1 = 


= 


式 


k 




⑷ 


其中所有如 e &( D ) 


证明. 证明将由对 fc 的归纳进行.在 fc = 1的情形此论断是显然的，这是因为 
作为仍我们可取为函数 f / zi ； 设论断对 /e - 1成立.记 G = Z}p|{^ = 0}; 这个交集 

的所有连通分支显然是变量 

€ 6{ G ) 并且按所设条件它在 G ^\{ z 1 

纳假定，由此推导出在 G 上成立表示 


的空间 C- 1 中的全纯域.限 


之1， • •- ，之 fe — 1，之 fe +1. 


， 


0} 上为零.根据归 


制/ 


二 Z n -1 = 




k _ 1 




，之 n )， 


• , Zk-l^ Zk+l, 




其中所有 W € ^( G ). 根据定理 1, 所有 旧可从 G = DC \{ z k =0} 延拓到整个区域 

D 为函数如⑻. 

我们现在考虑差 


/c _ 1 


(p(z) = f(z) - ^ z v g v {z)\ 


0, 并且因为 4 为定义函数,故存在你 G ^(D), 使得= Zkgk(^) 


显然 ， W 

其中；^ D 为任意. 由此看出表示式 （4) 对 fc 成立 □ 


{z k =0} 
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m 


由此引理可十分简单地推导出 


定理 2 (赫费尔). 设 D C C n 为全纯域且 W { z ) G &{ p ) 为任意函数.于是存 

在这样的函数 PAC 4 G x D )， 1/ = 1，…， n , 使得对所有 C . zeD 成立表达式 

71 

w(o- w(z) = - 




证明. 函数差 W ( C ) - W ( z ) e ^(D X D ), 且因为 D X D 为 C 2n 中的全纯 

， n } 上为零， 故令么= 
n ) 时，我们可以应用引理到所考虑的这个函数差上.我 


域,而这个差在 n 维复平面 n - {zX 


= C = 1 ， 


: z v 


_ 參 


Q v - z v , Z n ^ v = z v {y = 1, 


m m m 


们得到了所需要展式 （5). □ 


定理1可以强化.在其中假设集合4具有在整个流形 Af 上有整体全纯的定义 
函数; 我们现在指出，对于某些流形 M ， 这种假设自动满足 


定理 3. 设对复流形 M 有 


H \ M , ^) = H 2 ( M , Z ) = 0. 

于是对任意余维1的解析子集 ACM 存在整体定义函数^ G 6{ M ) 

证明. 任意余维1的解析子集都具有局部定义函数（第25目）故而存在流 
形 M 的覆盖妒= { U a } 如此之细，使得在每个满足 C / a n 4 # 0 的 W ， 存在函数 

^( C / a ) 定义了集合 U a f ] A ; 在剩下的 C / Q 中我们令 
覆盖發为单的（参看上一目中定理2中的叙述）并使得 

丑 1 (歆， 6) =丑 2 (發， Z ) = 0. 


⑹ 


1. 不失一般性，可设 


^Poc 三 


1) 


⑺ 


可以把函数组{^}看成是对覆盖％的第二库赞问题的 条件； 它们是相容的, 
这是因为按照定义函数的性质，在任一个交集上有 ^ a /^/3 ^ ^*( f 7 a /3). 由上一目定 
理2,这个问题可解，即存在在 M 上全纯的函数^ (由于库赞条件的全纯性）使得 
cp /( f a e ( U a ) 在任意 E 4 上成立.并且这个函数 p 是集合 A 的整体定义 函数. □ 

我们还要推导出所谓庞加莱问题 的解： 把流形上的亚纯函数表示成在此流形上 
全纯函数的比（局部地这样的表示来自亚纯函数的定义，而此问题在于整体表示 .） 

就像在单变量的情形那样（见卷 I 第46目的定理3)，可以证明在第二库赞问题 
可解的流形上庞加莱问题也可解.利用前一目定理3之后的注中所叙述的塞尔的结 
果可以证明，对于任意施坦流形的这个可解性问题成立： 

定理 4. 每个在施坦流形 M 的亚纯函数/可表示为在这个流形上的全纯函数 


的比 


D 利用第46目末尾的注和上一目的习题. 



243 


§17 


证明. 我们把函数/的除子 △/ 表示为 r(M, 9) 中两个正除子 之差： - 
△〃，取元 tr(A〃）e h 1 { m , e % 并利用所提到塞尔的结果可以找到正除子△〃'，使 

cr(A"). 因为 （7 是个同态，故 cr(A /, 4- △"’）=()，从而（由第49目 

定理3后面的注解）对应的库赞问题可解.并存在函数4 e r(M，f*)， 使其除子 

= △〃 + △' 但是这个除子为正.因此0为全纯函数.最后，我们考虑乘积的除 

(△/ — △〃）+ (△" + △'〃） = Y + △'〃; 它也是正的，因而函数 p 在 M 

上全纯.故所给函数/ = 中/少 • a 


得 






子八 


m = 


51. 莱维问题的解 

我们从推广由解析集延拓函数的问题着手,这是我们上一目所关注的问题.它的 
意思是说，代替余维1的集合我们去考虑任意余维的集合，而代替全纯函数的是光 
滑的形式但它是关于算子3的闭形式. 

以叉代表复流形 M 的一个闭子集，而以 Z S ( X ) 表示定义在叉的某个邻域 

f 对算子否为闭的双阶 （0,s) 的形式的集合（其中 f 个形式有它自 p 的邻域).设 

B S ( X ) C Z S ( X ) 为对于 d 的恰当形式的子群，并令 H S { X ) = Z S ( X )/ B S ( X ) 为商群 

我们需要下面的引理. 

弓I理.设X为复流形 M 的一个闭子集.函数 p 在叉的邻域中全纯 , A = {pe 
X : ip { p ) = 0}. 如果对某个 S > 0有 


H s ' hl ( X ) = 0, 


( 1 ) 


另外有 


则对任意形式 a； g z s ( A ), 存在形式 n g z s ( x ), 它的限制 n 


= LU. 


A 


( 2 ) 




证明 . 取任一形式 a； G Z S ( A ) 并构造一个函数7； G C°°(X), 它在 A 的某个邻 

域外等于零，且它及其闭包同属于一个使 a; 有定义的邻域中，而它在较 A 的那个邻 
域更小的邻域中等于 1 . 于是形式 rya; 在^ = 0处扩充定义为 0 , 从而在整个X为光 
滑因为在^ ^ 0并全纯（从而，#在那里当对5微分时就像常数一样)，故形 

式 a/ =： -d(r]Lu) 在此处为闭. 

在 r ; 三1的那个 A 的邻域中，我们有 8( V lo ) = 0,这是因为 u； 为闭.故可令 a/ 
在4上等于零，从而扩充了 a/ 的定义，于是得到 u/ G Z s + l { X ). 因条件（1)，存在在 

x 上光滑的形式以,使琢 y = a/. 由此推出，在叉上 


d{rjuj — = 0 , 


g z s ( x ). 因为在 a 上函数 p = o 而 w = l, 故限制 n 


即形式 n 
从而引理的第一个论断得证 


T)(j0 




A 
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如果还有 H S ( X ) = 0,则形式 Q 在 X 上为恰当，因此 o ; 在 A 上为恰当因为 

G Z S { A ) 是任意取的，故 H S { A ) = 0 .口 


LJ 


现在已不难证明关于延拓的一般性定理了 . 


定理1.设 Af 为复流形，且 


(3) 


V^m(P) = 0} ， 


A — {p ^ M : ( fi ( p ) 


其中所有外 e G { M ). 如果 


H s + rn { M ) = 0, 


⑷ 


则任意闭于4的邻域中的双阶 (0, s ) 形式 u ；, 是在 M 上的一个闭形式在 A 上的 


限制 


{p G M : = 0}. 由条件⑷按引理所有 Z ^( A\),j 

1的形式可从4延拓到 M , 并且除此之外， ^ s +1 (^ i ) 


证明.记 A 


，s + m — 


s 




m 參 


{p e Ai : v? 2 (P) = 0} = {p G M : ifi(p) = (f2{p) = 0 }； ® 

s + m - 2,从災2延拓至 

H s + m - 2 ( A 2 ) = 0 . 继续同一讨论，最后得到所有 Z S ( A ) 

^ m - l ( p ) — 0}- 因为在前 

等等.沿所 


H ^-^ Ax ) = 0. 记 A 

这后面的 f 件按同一个引理得到，所有 Z ^( A 2 )J 

并且 H s +1 ( A 2 ) 

中形式从4 

一 步我们曾得到 H s ^( Am - i )=0. 故被延拓了的形式又被延拓到 A 
构造过的步骤链返回，我们得到这些形式被延拓为在整个流形 M 上的闭 形式. □ 


2 — 




A 延拓到 A 


— {p ^ M : ^ fi { p ) 






■ 鬌# 


171—1 


m 


m— 2, 


推论.如果对某个复流形 M 有 


(5) 


H s ( M ) = 0, 


1， 






• •攀 


= ^ m ( p ) = 0} 的邻域中全纯的任意函数/可 


则在解析集 A = {p E M : ^ pi ( p ) 

延拓到 M 上全纯的函数，这里的妁 G e { M ). 

现在可以转向在§13中谈到的莱维问题的解，它在于证明任何不能全纯扩张到 

它自己的每个边界点的区域 DcC n 是个全纯域（第37 目). 在第39目我们已看到 
为了这个问题可解只要证明： C n 中任意伪凸域是全纯域（即在第39目的图示中的 
蕴含关系 V 4 I ). 






区域 DcC n 为全纯域当且仅当 


定理 


⑹ 


H s ( D ) = 0, 


n — 1. 


1， 


s 






证明.必要性.像在第39目中所证明过的,任意全纯域为伪凸.但是按照赫尔 

曼德尔关于 d — 问题的可解性定理，对任意伪凸域条件 （6) 满足. 
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充分性.由第33目的定理2知，如果在处处稠密的集合的点 C ^ dD 存在障碍， 

则区域 DcC n 是个全纯域，其中 QedD 为障碍,表示在 D 中全纯的函数当 z^C 
时无限增大. 设点 (: G dD , 使得在这点可被球 B C D 相切（于是 C G dBf ] dD ). 
这样的点集稠于 ^ D ， 这是因为对任意 f G 3 D 和任意 e > 0 可取点/ G 满足 

- C°l <^；于是 逼近/ 时，点(: G 如便具有所要的性质且 1 C - C G | < 2已 

以 Z 表示通过 （ 和球 B 中心的复直线.这条直线是个解析集并交 I ?为 （ Z 上) 
一开集 A ， 其实维数等于 2.点 （e dA , 并且可以构造一个在 A 中全纯的函数，它以 
C 为极点（对任意平面开集都存在这样的函数).由条件（6)，按照定理1的推论，这 
个函数可延拓为函数 F G 6{ D ), 它在^ ( 时无限增大，即在点 C 有障碍 .口 


0 


Z 


一 1成立.氺 


氺证明区域 DcC n 为全纯域当且仅当 H S ( D , 6) = 0 对 S =： 1， . • 

52. 其他的应用 

我们在前面曾不止一次地用过的3-问题的可解性可以被用于复分析中一系列 

其他的问题.我们在这里给出这类应用中的两个例子 

作为第一个例子我们考虑 CR - 函数的局部延拓问题的解,而我们曾在第31目 
中考虑过它的整体延拓问题.如果在整体形式中问题总可解（在某些自然的条件下)， 

那么从超曲面延拓函数的局部形式则需要再加上对超曲面的补充条件.例如，在实超 
平面= 0} 上任意只依赖于〜的 C 1 类函数都满足柯西-黎曼切条件，但是显 

然可看出，并非所有这些函数可从超平面上全纯地延拓. 

我们来给出一个结果，在 n 二2时它由莱维在1956年 得到; 我们现在要讲述的 

证明属于赫尔曼德尔. 


n 




定理 1. 设实超曲面 S 在它自己的点 a 的邻域 c / 中由方程 V^) = 0给出，其 

中 w G C °°{ U ), 且# 0. 如果莱维形式 H a ( cp ^) 在复切平面 T ^( S ) 上的限制至 

少有一个正特征值,则在 S 上满足柯西-黎曼切条件的任意函数/ e C ^ S ) 可全纯 
延拓到点 a 的某个邻域中使 p < 0的部分 

证明. 不失一般性可设 a = 0,平面 T a ( S ) 等同于二 0}, T a c (5) 等同于 

{ z x = 0}，而 p 在点0的泰勒展式具有形式 

9 ㈡ =xi 4- H 0 ( ip , z ) 4- o (\ z \ 2 ) 

(参看第37目）在附加一个非退化的 C - 线性变量 ( z 2 r -， z n ) 的变换后，还可假 

定对应％的正特征值的特征向量指向;轴的方向，于是展式⑴具有形式 

< p ( z ) = xi + |^ n | 2 + P { f z / z ) 4- o (\ z \ 2 ), 

其中 P 是关于变量4 = (^，…，〜和 S 的二次齐次多项式 

D 关于术语和记号参看第37目. 


⑴ 


( 2 ) 
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+ o (\ z n \ 2 ), 因而可选取 (5 > 0如此之小，而随后可选 7]>0 


于是 ( p ( f O , z n ) 

使得在多圆盘 


2 


^71 


V= f Vx {\ z n \ < 5}, f V = {\\ f z \\< V }, 


d 2 (f 


中有 


> 0,而靠近它的边界 {\ z n \ = 8} 函数> 0. 在这样的选取下，对任 


意固定的4 ^ V 使得集合 
并且 连通， 这是因为作为〜的次调和函数的 W 在圆盘 {\ z n \ < 5} 中没有局部极大. 

函数/可以光滑地延拓到 V ，而由于在 S 上它满足柯西-黎曼切方程,故在 V 


< 6,( f ( f z , z n ) > 0} 包含了圆 {\ z n \ = 5} 的邻域 


^71 


上有 


(3) 


df = hod^p 4- v ^ i ， 

其中 / io 为光滑函数•而 A 为双阶 (0,1) 的形式（参看第37目开头部分的习 题). 我 
们将在 r 中构造一个光滑函数伽，使得 


/ 以及 二 0( ip 2 ) 


(4) 


夂 0 s = 


在 S 的邻域中成立.这可按下面的方式来进行.首先我们注意到，由于有（3)，故 

d(f — h 0 ( p ) = ip(ui - dh 0 ) = 
dip A a；2 

9 o = f ~ - hiW 2 / 2 , 于是 


由此 0 = 9(( puj 2) = d(p A u ；2 + ^ pdu )2- 故而 
0,因此， U ； 2 二 / l ^ + ^3, 其中 h 为某个函数，而 W 为形式.还需令 


^2, 




S 


dgo = ^ pLU 2 — hiipdip — Up 2 /2 )dh 


2 


1 — ( ^3 — ~9/li 


2 


从而这个函数满足条件 （4). 

我们记 D = {z G V : ( p ( z ) < 0), 以及 


dg 0 , 在 D 中 

0, 在1^\乃中 

因为在 F 有 p = 0,由（ 4 )知此形式属于 C 1 ^), 并且为否一闭对任意 S d V ， 
形式 D 对〜 具紧支集（因为在{|〜| =蚪的邻域中 cf > 0 , 从而 D = 0)，另外我们 
考虑函数 


(5) 




(’ 之， Cn) 


a 


m 


dCn 八 ^Cn 




Cn 一 

“n ( ，之 ，之 n + Cn) 


2 m 


c 


⑹ 


dCn ^ 


Cn 


2 m 


c 


其中 a n 为在的表达式中的系数. 

由于形式 n 为 d — 闭 ,所以 


( 7 ) 


df = 
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(参看第 45 目)，而因为在 D 之外二0,故在那里/为全纯函数.但是，从 （2) 可 
看出的,存在点 d K 其具有正的靠近这个点总没有 D 中点，使得在其上有 

a n ( f z,z n ) = 0 对 所有〜 成立，并且根据⑹函数/ ㈡= 0. 这样的点的集合为开，而 
因为由前面的证明，对任意固定的 '2 d V ",集合: ip{ r z,z n ) < 0} 连通并包含了 

{\ z n \= S }, 故在 D 之外/⑻三0•〜 

现在我们考虑函数 F = g 0 -fe C 2 { V ). ft V\D 中它等于伽，并且根据（4)，它 
ft dDp\V 中等于/,而在区域由于 （5) 和⑺我们有 dF = dg 0 ~Q = 0 . 故而 
F 是函数 f 队 S = dD 到区域 D 的点 
拓. □ 


n 的邻域中的< 0部分的全纯延 


Z 




作为第二个应用，我们考虑在第16目中得到的麦克斯韦方程解的积分表示的 
一种修订.我们在这里将要得到的公式对于应用来说非常方便.在第16 U 中我们曾 
证明，彭罗斯变换3把扭转子空间 P 3 的区域中系数为对变量％为 -4 齐次 
的 a - 闭 (0 ,1) 形式联系到麦克斯韦方程 


F + ( Z ) = 4- /2伞 n + /3伞皿 

的自对偶解，其中和匈为双阶 (2,0) 的特定形式，而系数可表达为在射影直 
线 Z = p { Z ) 上的积分，并在区域上全纯 1〉 ： 


3 ~ k w ^~ 1 uj \ (wodwi — w \ dwo ), k = 1,2,3 


⑻ 


fk ( Z ) = 


⑴ o 


P{Z) 


同样注意到（参看第16目定理1后面的注解)，3-恰当形式对应于零解，使得变换 
& 实际上不是由形式 o ; 而是由它的上同调类决定.由多比尔特定理，在中具 
-4 次齐次系数的否-闭的（0，1)阶形式对于同样的否-恰当形式的商群同构于区域 

D + 上的 -4 次齐次系数的第一上同调群妒(乃+夕(-4)). 

区域 D + 不是全纯域（它包含了多条射影直线，并且在它的边界 7 V 的每个点上 
莱维形式在 T C ( N ) 上的限制具有不同符号的特征值)，并且甚至也不能被全纯域有 
限覆盖.所以上面所提到的商群不能实现为区域仏的有限覆盖（参看第48目).但 
是这个区域可以被仅仅两个区域所覆盖，使得这样的实现对于限制在中射影直 

线也是可能的就是说，因为 Im (^ 0 ^2 +如1 研 3 ) 在中不等于零（参看第 I 3 目)， 

故在那里没有同时使 wo 


= 0的点，从而这个区域被两个区域 U^^{we D + 
^0 },a = 0, l 所覆盖.对于点 Z € M c ， 对应于射影直线 Z = p { Z ) 的方程有形式 


= W \ 


⑼ 


Ws = ZqqWo + >2^01^15 w 3 — Z 10 W 0 + ZllWl ， 


其中对 Z e M ^， 此直线完全位于 D + 之中（见第13目).因为在每条这样的直线 I 
没有具 

去掉一个点得到. 

n 问题是要考虑区域和 M 的确 定性； 也可将其换作 A / f 和 D 一 


0 的点，故它也被两个区域= u a f\l 所覆盖，其中每一个由 I 


Wq = W\ = 
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我们将证明，在任意固定的直线〖 C 乃+上，对于这个覆盖的，系数为 -4齐次 

全纯函数的第一上同调群同构于对应的微分形式的商群.其证明在于构建形式和全 
纯函数之间对应关系.与其相关地，我们所得到的形式的系数九的新表达式对 
于应用而言更加方便. 

对于所考虑的覆盖只存在一个交集 C/ G1 = U°f]U\ 并且在其上任意全纯的 -4 

那样的函数，使得</和在 ㈣ 中可通 


齐次函数，即齐次坐标⑴0， 

过局部坐标全纯表出的函数是个上闭链上闭链几当存在函数 / f 使得 w 4 a .fi 


忉 3 


6(? x a )，a 二0,1，且在 


01 „ 


n 


fh = fi - f? 


( 10 ) 


时为上边缘 


定理 2 . 分解式 （10 ) 成立当且仅当对任意闭路径7/ c i W 


3 _ k 一 ‘k — 1 


(11) 


f ( w)(wodwi — W \ dwo ) = 0， A : — 1.2. 3 


证明. 如果 （ =心/叫)为上的局部参数，于是在 u G1 = {0 < | C | < oc } 上函 

数 <f\i 被表为洛朗级数 


^of\l = Cn ( n 


oo 


(11) 中的被积表达式可写为 C ^^ fdC 并选取飞= { ICI 二 p } 时，我们由 （11) 得到 

0.由 （11) 因而得到在中有 




这里的第一个和式在 J 全纯，而第二个在区域 W 1 全纯，其中 1/ C 是参数，使得 
几二 // - //°,从而上闭链几为上 边缘. 

反过来，如果几为上边缘，则 （10) 成立，从而函数 4/ i C 在内为全纯.而 

4 // = 按 VC 的幂的展式从 1/ C 4 开始，故使 （11) 的积分等于 0. 

我们发现，作为使上闭链几为上边缘的障碍的积分 （11) 可同时作为满足麦克 

斯韦方程的形式的系数. 

定理 3. 对任意-4齐次并在 t/ 01 全纯的函数/，具系数 


□ 


3 — k ^ k — 1 


fk(Z) 


f(w)(wodwi — W\dwo), k — 1,2,3 


( 12 ) 


2ni 


的形式 F + 是在区域中麦克斯韦的解，其中7,为在射影直线《 = P ( Z ) 上闭路 
径，并且在上这些方程的任意自对偶解都可以如此表示. 
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§17 


证明.我们进行证明的方式是建立全纯函数和3-闭形式之间的对应关系，使 
得系数公式 （12) 和 （8) 实际上 恒等： 于是所有的都化为第16目中的证明. 

设给出了函数/，它满足定理的条件,又给出了直线 i = p ( Z ) 和其上的闭路径， 
它包住了点 C = 0, 其中的 （ 二 是 U ° f ] l 上的参数.我们以 X 代表一个光滑 
函数它在7 ,上和其范围之外为1，而在点 C = 0 的邻域中为 0. 微分形式 


ox 










9( 


它为双阶（0，1)并为 -4 齐次； 它被延拓为 Z 上的3-闭形式.按照它和公式 （8) 所 
构造的系数为 




k 一 1 a “4 


fk ( Z ) 


uj l A d(^ = 


= J ^ d ( C k ~ l \ WQf \ id () 

(我们利用的事实是， w ^ f \ t 作为 C 的函数全 纯). 根据斯托克斯定理并考虑到函数 A 
在7,上等于1并在 C = 0 的邻域等于0,我们得到 

/ C k ~ l wtf\idC 

而它（由于麦克斯韦方程的线性性其准确到一个因子)等于 （12). 还需对所 I C D 选 
光滑依 赖于/ 的闭路径族7,,并由像前面所构造的那样构造乃+中的一个形式 
u ； (我们略去这个构造的细节). 

反过来，如果在 D + 中给出了一个5-闭的 (0,1 ) -形式 cj ， 其为 -4 齐次，则 
对固定的直线 Z C D + 它的限制4 = b 0 dW 0 + b x dw u 并由于它的定义的合理性，则 
bo 而0 + hwi = 0 (参看第16 目). 在区域 w 0 = C/ 0 p | Z 和 w 1 二 U 1 p |/ 中其局部坐标 

分别为 C = ^ i /^ o 和 W = wo / wi ,我们分别有 


fk ( Z ) - 


WqUj\i = wpJOobidC ， 


= w^wibod/q 


而由于在这些区域中3-问题的可解性，存在光滑函数仰和使得 


w^wobi = d(fo(Q/dC ， w^w\bo = d(pi(r})/dfj 

由关系式 b 0 w 0 + hm = 0 我们得到在交集 J 1 中有 

^ i ( l / C ) 


d(fo 


-4 


sc 


从而函数 


> ㊉ 


(13) 


9(0 = ^o(C) — 
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在这里 全纯. 

对应于此的公式 （8) 的系数按两种方式被变换为 


rz 


k _ 1 


fk ( Z ) 


d ( A dQ 


dC 


c 


c 


/ <C fc -Vo(CMC )， 

Jc 


f s -k d Mv) 

Jc dfj 


fk ( Z ) 二 一/ r ] 3 ~ k wju\i A dr ] 


dfj A drj 






c 


乂咖 3 


-k 


Pi ( V ) drf ) 




或者应用斯托克斯定理， 


[ C fc_ Vo(C)^C + ^ = - / v 


3 — k 




fk ( Z ) 




◦和 0 — 0. 在第二个表 


其中 7 r 为半径只中心在原点的圆， 而当丑 

达式中作变换77 = 1/ C 并与第一个表达式相结合,我们得到 


时 


a — > 


— ^ oc 


fc-5 


Vk{Z) = / C^VoCCK- 


dQ + o ； + 






^ i/n 


7 


R 


( 吾 ) = 


- 9(0 . 我们有 


最后，在第二个积分中替换 （13) 中的 f 


^1 


C k 1 9 (X) + a + /? 


C fc —Vo(0 成十 


2 f k ( Z ) 


7 1/R 


1/R 


在这里的第三个积分可以被沿任意一条闭路径 7 t C « 的积分所替代，并且此闭路径 

包含了点 C = 0; 当丑 

限我们得到了 


时第一个积分趋向 h ( z )， 而第二个趋向于 0 ,从而取极 


— OO 


C fc_1 ^o/«(^) d C ； k = 1,2,3, 


(14) 


fk ( Z ) = 


其中 Mw ) 为 -4 次齐次函数.这个函数(相差一个非本质的因子）与 （12) 

相同.还需要由这些 { 构造一个函数/ G & ( D ^ 6(-4))，但我们不再把注意力停留 

在此了 .口 


注. 代替 {_ = ◦} 和 {m = o } 可取两个任意的复超平面 ni , n 2 cp 3 , 使它们 
的相交直线位于之外.于是任意直线 z c 乃+将与它们交于两个点.作为 J 和 

可选取 z 去掉这两个点,而作为/为 - 4次齐次函数，它全纯于没有和 n 2 的 
d + ； 于是定理3的证明没有实质性的改变 



维留数 


251 


§18 


例题. 

(1) 设 f ( w ) = l /( wlws ); 因为在直线 z = p { Z ) 上根据 (9)^3 = ^ 10^0 + Z U Wi 
于是在 （ 14) 中的函数 〆 C ) = w^fh = { z\q + ^ iiC ) -1 - 因此系数 

之 10 + Z\lC 


fk[Z) 二2 ^ 


/c = 1，2,3 


7t 


在这里的被积函数在点= -^10^11 有单极点，以标准的留数方法我们求出 


h = z oo/ z n 


2 


(15) 


fl = l/ziu h = 一如 /z 

现在回想一下， F k = E k + iH k 可以通过/ 7 以下面公式表达 

Fi = 2 / 2 ， F 2 = f3~ fi ： Fs = i(f 3 + fi) 


115 


(16) 


(参看第 16 目). 对于 （ 15) 的解 / 1/3 = /I, 由此有 打 + jFf +行= 0. 后面这个等式意 


味着电场强度向量和磁场强度向量的模相等并且这些向量正交： I 五 I = \ Hl ( E , H ) 
0. 称麦克斯韦方程这样的解为迷向的. 




z 00 + 之 OlC 
^10 + 2110 ^ 


从而 （ 14) 中 


⑵设 f ( w ) = w 2 /( wqwI )] 于是在直线/上有分 (0 


的被积函数具有二阶极点.以标准公式计算留数我们求出 


2^oo J 


ZlO 


ZoiZio 


ZoiZlO 


之 01 


之 00 


h = 


fl = 


3 


h = 


-2 


2 


2 ， 


2 


2 


Z 


Z 


Zll 


z 


z 


11 


11 


11 


11 


(3) 在前面的例子中的解在中全纯，它们在实的闵可夫斯基空间中有奇点. 
为了要得到在 M 上无奇点的解,需要选取函数/，使得它的奇点超平面不与的 

边缘相交（像是前一个例题中的{吻= 0} 和{吻= 0})，但在 中. 例如，可令 


f ( w ) = ( w 3 + lWi )~ S ( W2 4- mo ) _1 ； 于是 


fi — z oi / /2 — ~ (^oo + Woi / A 3 ，fs — (^oo + i ) 2 / ^ 3 > 


2 ix 0 ^ 0 (这里的 . 


2 


其中在 M 上 △ = ^ oi^io — (^oo + ^)(^11 + «) = 1 — ||x 

—xf — X2 — x §). 


2 




2 


X 


0 


最后我们发现,在第 13 和 16 目以及这里所谈到的彭罗斯的扭转子方法不但在 

麦克斯韦方程解方面.而且在许多其他重要的数学物理课题中都富有成效 1 


§ 18 . 高维留数 

回忆一下.所谓单复变函数/在孤立奇点 a 的有独特性质的留数是，/沿以 
为中心的半径足够小的任意圆7的积分除以 2 jii : 


a 


R ^=2 ^ lfdZ 


7 


1 〉 参看 • 譬如，文集 Twistors and gauge fields (M •: Mwp, 1983), 
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如果函数/在区域 D 中除去有限个奇点~外处处全纯，则以&为中心的充分小 
的圆构成了区域 •^二 的一维同调的基.如果对任一个 一 维闭链（闭道 

N 

八〜 表示同调)，并已知函数/在点〜 


路） lCD f 知道了按该基的展式 7 
的留数 Rw 则 


fdz = 2 m 2^ 


(留数定理). 

在空间中成立类似的情形.但是在过渡到空间情形时，实际的积分计算会遇到 
许多困难，主要是拓扑特征方面的. 

53. 马丁内利理论 


为了阐述这个理论需要某些拓扑概念 
设 M 为 m 维定向流形，称 a : Q 7 * 


M 互为补维（即 r + 

) 的胞腔，并在点 p G af ]/? 为横截 相交. 后面的这个词表示，切向量的基 

€ T p ( p ) 构成了 T P { M ) 的基，并且特 
别地，由此得出 a 和在点 p 的邻域中为 M 的子流形.设 a 和0为定向且形式 

s ) 分别在它们的子流形上的 p 点的邻域中为正.我们称 
a 和0在点 p 的相交指数为+1是说，如果 m -形式 
邻域中为正，为 -1 如果它们为负（图 47). 


M 和 : Q 


eT p ( a ) 连同切向量基 ^ V + i ， 


外， 


， 


響 ■ V 


a /， a/’（deg a / = r，deg 


LJ 


u / Acj " 在 M 上 p 点的 


V 3 V 2 


如果 = ^ T s = M 上互为补维的链 (dim 

s , r-^ S = m ) 并在有限个点巧横截相交则我们定义它们的相交指 数歧， r s ) 为相 
应的胞腔在所有点巧的相交指数乘以相应系数的积之和,这里的系数是那些出现在 
链中的胞腔的系数.（例如，如果在点巧胞腔和凡具相交指数-1，则在对链所 
定义的相交指数的和式中，由此点引进的项为 - 


= r，dim r s = 
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我们注意到，有下列关于相交指数的简单性质 


1) i ( a r ， 丁 s ) = - i (- a r , r s ) = - i ( a r , 

2) i ( a r , 丁 s ) = (—l) rs (T s ， a r ); 

3) i (<7 r ,rf + r |) = i ( a r , rf ) + i ( cr r , r |) 


); 


s 


—T 


我们还注意到一个在几何上显然的性质：如果二个链为闭链（即边缘 
da r , dr s 等于零）并且其中至少有一个在 M 上同调于零（即某个属于 M 的链的边 
缘)，则 i ( cy r \ r s ) = 0. 

更进一步考虑在定向流形 M 上的两个同调于零的闭链 〆 和 f 1 (首先设 r + 
m ); 假设它们不相交.存在链 : P C M 使得 
一个边缘为的任意链，则已提到的相交指数的性质有 


dT s , 并且如果 rf C M 是另 


S = 


( 〆 ， t s ) - i {( i r . Ti ) = — rf ) = o . 

这是因为 T s - Tf 为 M 上的闭链 1 >，而 〆 为同调于零的闭链因此在所考虑的条 
件下闭链 〆 与任 意链 ： P c M , dT s = 

只由闭链 

的环绕系数，以符号 C (<7 


% 


,相交指数并不依赖于这个链的选取，而 
决定（在所给出的 M 和^下).我们称这个指数为闭链 〆 和 

) 记之；因此由定义 


s—1 


s—1 


S-1 


T 


s—1 


T 


，丁 


S—1 


(1) 


) = i { a r , T s ) 


c{o r ,T 


(在图48中两个在 R 3 中同调于0的闭链 T 1 和 d 的环绕系数等于 2.) 


图48 


我们注意到，有下列关于环绕系数的简单性质 


s—1 


1) c ( cr r , r s_1 ) = — c (— cr r , r s_1 ) — — c ( cr r , 


)； 


—T 


2) c{cr r . r s_1 ) = (— l ) r ^ - 1 ^ c ( r r-1 , < 7 5 ); 

3) 咖'吋— 1 + t 2 s —S = ckW 1 ) + c ( a 7 > r 1 ) 


我们还注意到另一个性质：如果两个闭链片和％在 M 上同调于零，并且在 

为在 M 上同调于零的闭链)，则 


M \ r s —、 上相互同调（其中 


s—1 


T 


)=C((T^T S - 1 ) 


S _ 1 


⑵ 




最后我们不加证明地叙述下面的 


U 边缘 d(T s -Tf) 


S—1 


= a 


=T 
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对偶原理（阿历克山大 （ J . Alexander ) ,庞特里亚金 （ L . S . Pontryagin ) 1〉 ).设 S 

为维数 m 的实球面,并且 K C 6' 为某个多面体.于是对复形的 r 维同调群的 
基{^}存在多面体 K 的 (5 - 1) 维同调对偶基 { r ^ -1 } (这时有 r + 5 = m ), 使得对 

所有 p 有 


« ，丁 r 1 ) =& 


(3) 


\1V 


其中5；^为克罗内克符号. 

转向积分的计算问题设在区域 DCC - 给出一个亚纯函数/,其极集为凡要 

求计算形式 

在 D \ P 中同调于零,则由柯西-庞加莱定理有 


fdz 二 f ( z ) dz 1 八…八心 n 沿某个 n 维闭链 a C D \ P 的积分.如果 


U ) = 


o 


fdz = 0 


按照同 一 定理和积分的性质知，如果闭链 〆 在 D \ P 中同调于 <7.贝 !] 


fdz = / fdz 


由此得出如果已知集合户的⑺维同调基 M 及按这个基的展开式 


P 




(4) 


<7 


/x=l 


则/沿 a 的积分的计算化为沿基闭链的积分计算 

fdz = f fdz 


芦=] 


与单变情形类似,我们称为函数/关于基 闭链％ 的留数的是指数 


(5) 


fdz 




(2 ni) n 


a 


于是成立 


定理1 (留数定理).如果函数/在区域 DcC n 中亚纯，且 P 为这个函数的 
极集，则对任意 n 维闭链 or C D \ P , 


P 


fdz = (2 ni) n ^2 


⑹ 


"=1 


其中心为 cr 按的 n 维同调基展开式的系数，而 只 / x 是/关于这个基闭链的 


留数 


U 多面体的定义及对偶原理的证明可见亚历克山大罗夫 P . S . Aleksandrov 的《组合拓扑学》（有 

英译本).称 K 上一组 r 维闭链 { a -} 为多面体 K 的一个 r 维同调基是说，如果 1) 它们同调无关， 
即由它的某个 K 上链同调于零，则得到所有、= 0. 以及 2) 在 K t 任意 r 维闭链 C 同 

调于 < 的某个线性组合. 
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在空间情形，与平面情形不同，寻找基和按此基的展式 （4) 远不是那么简 
单的问题，马丁内利在1953年注意到，如果利用上面提到的对偶原理，在许多情形 

这个问题能有实质性的简化汰为了能够应用这个原理.我们假定区域 D 同胚于 2 n 
维球.我们把 D 边缘的所有点等化为一个点并以此点补充我们得到了一个 2 n 
维球面众完全一样的方式,把函数/的集合 P 与 dD 的交集等化为一点并以此点 
补充 P 并记其为 A 所描述的这个过程显然没有改变 T 7 维同调基 M 和按此基的 
分解式 （4). 换句话说，仍然是 D \ 户的^维同调基，且 （4) 仍是按它们的闭链 

的分解式. 


根据对偶原理，我们可以不用集合亡\户的 M 维同调基 M 而去寻找这个极集 
P 的 （71 - 1) 维同调对偶基 K }, 它与前一个基以关系 


⑺ 


at L) = 6^ 


相联系.闭链 7 V 被简称为奇异闭链. 

我们还注意到闭链^对基 M 的分解式的系数^与这个链和对偶基的闭链 

的环绕数相等.事实上，因为 a 在 D \ P 中同调于 f ： k 心 ，故由上面所提到的环绕 

—1 

系数的性质我们有 


C (< J ， TV ) = C ( ^ : k 卩(7&，丁 1 / ) ， 

由此，并利用性质 3) 和关系式⑺，我们发现 


⑻ 


C((J, Tjy) = k 


这个评注让我们能在不知道基的情形下求出沿基闭链％的积分（函 
数/的留数）也可以不需找出这些闭链便能计算.事实上,设在 D \ P 中成功地找到 
了 p 个同调无关的 n 维闭链 7 m , 由此我们可计算积分 


fdz = I(nfa), " = 1 , 


，P 




又设已知这些闭链与对偶基闭链的环绕系数 c { 1 ^ r v )= a ^. 按上面所做的评 
注,是 7/ x 对基 K } 分解式中的系数，因此由留数定理对任意 /i = 1， 




,(7/i) = ^2 cl iity 


⑼ 


其中札为 / 对于闭链〜的留数 


) 这个方法在 A. P. Yuzhakov 的工作中得到进一步的发展，特别地，进行了某类有理函数计算 


的研究，见 L. A. Aizenberg 和 A. P. Yuzhakov 的书 Integral representations and residues m mul¬ 
tidimensional complex analysis ， “Nauka” ， Novosibirsk. 1979 ； 英译本， Transl - Math. Monographs, 


voL 58, Amer. Math. Soc. ， Providence, RI, 1983 
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系统 （9) 可以看成是关于未知留数的线性式并且它的行列式与 det ( a ^) 成 

比例.由于闭链 > 的同调无关性它不为零.故容易求出此系统的留数. 

考虑到前面所提到的对偶性，我们约定称/沿 n 维闭链~的积分除以 (2 nir 

为关 于奇异闭链〜 （对偶于〜）的 留数. 我们留意到,这个定义强调了空间情形与平 
面情形的类似，在平面情形时沿一维闭链 > 的积分除以2加被称为/对于奇点〜 
(零维闭链）的留数.留数定理现在可阐述为 

定理 2 . 设函数/为区域 D cC n 中的亚纯函数， 其中乃 同胚于加维球 ， P 

为/的极集,它是由尸 HP 附加上将 PH 9 D 等化为一点的集合.设 tva = 1, 
为集合户的 （n - 1) 维同调基， &为 f 对于奇异闭链 k 的留数.于是对于任意 
维闭链 a C D \ P 有 


• • • 1 P 


fdz = (2 ni) n kjyRjy , 


( 10 ) 


( a ， Tjy ) 为 a 与奇异闭链 tv 的环绕系数 


其中 k 


例题. n 

(1) 如果 f 为 n 个复变量的整函数， n 〉1，而/(2) = £ 为线性函数, 

则对任意 n 维闭链 a C C n \{ l { z ) = 0} 和任意整数 m " 

f { z)dz 


二 0 


/ : Oiv z v + P 


事实上，区域 C 的边缘为无穷远点，它必须被等化为一个点.极集 p = { l ( z ) = 0} 
在加上无穷远点的等化点后成为一个 （2 n - 2) 维球面 A 当 
( n -1) 维闭链都同调于零 （ p 二 0 ), 故基 { tv } 平凡，从而所考虑的积分为零 

(2) 考虑积分 


1 ，在 P 上任意 


n > 


w dz f\ dw 
(z - 2w)(w — 2z) 9 

其中 c 为 c 2 中任意一个二维闭链,它不与极集 P = PiU p 2 相交,其中巧二伏 

2wj, P 2 =— 2zJ. 

补充了点的极集声由两个二维球面户1 和汽 组成，它们相交于两个点： { 

0 ,^ = 0} 和被等化的无穷远点.需要 求出户 的一维同 调基. 显然,任意一个完全位 
于其中的一个球面的一维闭链同调于零，故而不同调于零的闭链必定从点 (0,0) 沿 
一 个球面过渡到 oo , 然后沿第二球面回到同一 个点. 所有这样的闭链都同调于沿闭 
链 t 通过若干次的链，它由某条从 （ o , o ) 引向无穷远的射线 Zi c A 和另一条由无穷 

远引到 （0,0 ) 的射线 G C 户 2 组成.例如，假设 Zi 通过点（2，1)，而 Z 2 通过了点 (1,2), 


e 


z = 
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于是这些射线的参数方程有形式 


z — 2 t \ 

w = ti 


z = t 2 , 

W = 2^2 




当 o 彡彡 


l \ : 


h ： 


oo 


oo ; 


在这里 p = 因此只要沿某一个在 C 2 \ p 中不同调于零的二维闭链 7 计算/ 

的积分就可以了.我们选取7为环面其中0 < A 271，于是 


e zw dz A dw 
(z — 2w)(vj — 2 z ) 


fdz A dw = 


{|^ l =1 } J {\ A ^} 

因为卜 I = 1，则在计算里层的积分时只需要考虑在点 

积分等于 
零的结论） 

我们来求环绕系数 c (7, T ) 

中的膜片张在 7 •上 . T 2 的参数方程是 


7 


/2处的留数从而这个 

— e 咢, 而整个积分则等于-^ 2 (由此积分不等于零，得出7不同调于 


z = w 


2 m 


4 


3 


3^ 


按定义它等于7和二维膜片 T 2 的相交指数,其 


a; 




z 二 2ti + 亡 2, 
w = ti 2 亡 2, 


0 < h，h < oo 


而这个膜片交环面7只有一个点 (1,1), 其对应于参数值 ti — t 2 — 1/3,^ = 0 = 0 
在此点 


d(x ， y ， u ， v) 

d(tut 2 ,(f 、 咕 ) 

(7, T 2 ) 二 c (7， t ) 二 1. 由公式 （10) 我们发现，/对于奇异闭链 r 的留数等于 


0 (我们已设 


-f iv ), 由此看出，相交数 


x + iy 7 w 


> 


z 


U 






fdz A dw = - 


R = 


3, 


2 


(2 jxi ) 

于是由定理 2 我们得所想要的积分值 


7 


2 


4 jt 


c(a,T )， 


3 


咖 \ r ) 为（二维的）取积分的闭链 a 和 （ 一 维的）奇异闭链 r 的环绕系数 


54. 勒雷理论 

我们考虑积分计算的另一个方法,它属于勒雷 ( Leray ). 在许多情形中这个方法 
可以把对 r 次微分形式 uT 沿 r 维闭链 a 的积分计算化成 （r - 1) 次形式 

( r -1) 维闭链的积分计算，其中的形式 
维闭链位于形式 w 的奇异流形之中.勒雷的方法也可以看成是经典的留数方法的推 
广，这个经典方法对应于 r 二1的情形并把对微分形式 a ； = /心沿闭曲线的积分计 
算化为在/的奇点上留数值 res /的计算（即对 res /沿这些点的零维积分).我们 

将叙述这个方法的最简单的形式 W 


沿一 


res cj 


即所谓的留数形式，而这个 


r — 


res 


1〉 完整的阐述可参看勒雷的文章 Le calcul differentiel et integral sur une variete analytique com¬ 
plex (Probleme de Cauchy BI), Bull. Soc. Math. France 87 (1959), no.2, 81 - 180 ,或者 Aizenberg 和 

Yuzhakov 的书（在前面已引述 ). 
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设在 n 维复流形 M 上给出了一个余维1的复子流形尸,在其每 个点# 的邻域 
U z o c M 中作为在此邻域中的解析函数#的零点给出，使得在[4。中 


Pf] u z° = {z e u z o : ( z ) = 0} 

设在 M\P 上给出了 fc 次微分形式 w ，0 < fc < 2 n ， 属于 C°° 类， 并在 P 上具有 
一 阶极奇异性.后面这个词表明，在每个， z 0 e P 中，乘积 也。 u ； 可延拓为 C 4。 上 
的全纯形式. 

引理. 形式 a e C °°( M ) 在点 z°eP 的邻域 C / 中可以表示为形式 1 > 


( 1 ) 


( 2 ) 


a =却八0， 


其中/? e C°°(U ) 当且仅当在此邻域中有 


(3) 


邮 A a = 0. 


证明. 让我们假定#为在邻域[/中定义尸的一个局部坐标，譬如作为变量^ 
(由上面赋予0的条件,这是可以做到的).在这些坐标下， a 的表达式可以分解为两 


项 


E 


dZi^ 八 • • • 八 — dz\ 八 /3 + c /， 


a 


a = 




z / = 1，…， n ). 因此， 


其中 V 不包含 dq (像经常那样，我们 令么二 ZwZ n+ 




如果 o 以形如 （2) 的表达式表示，其 中診二 zi ， 则 a = 0,从而 dz 

成立.反之，如果心 i 八 


八 a = 0•即 （3) 


0,故 cki Aa = 0,而因为 o / 不包含心1，故这只可能有 


a = 


= 0 . □ 


a 


定理 1. 如果形式 w G CIMVP ) 在 P 上具有一阶极奇异性，并在 M\P 上为 
闭，则在任意点 z°eP 的邻域中在 P 外具有形式 




(4) 


—Ar+ CJ1, 


U = 




其中形式 e 在这种倩形下，限制 r | p 不依赖于函数4的选取并为闭形 


式 


证明. 因为我们有必 (7°°( C /)， 故 (1[如)= d^ip Au Aduj ; 但是在 MVP 上 
有 da ； = 0 ( 因 a ; 为闭)，表明，由连续性 d 、 扣、= d ^ Aa ； 在整个 [/ 成立. 故而, 

被延拓到了尸上成为形式 a € C °°( C /), 而由引理知，存在形式 (3U C^(U ) 使 


得 


d/ip Alj = A u)\ • 

记号，我们在记号和中略去了指标 
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此等式 乘以也 我们 得到却八(私; - 和 1) = 0,其中伽 - e C °°( U ); 这表明，由 
同一个引理知存在形式 r G r °°( C 7), 使得_ - 如1 =# Ar . 这个等式在 P 外等价 


于⑷ 


我们要证明，限制 r | p 唯-地被 o ; 决定先假设定义极奇集 P 的函数0己知， 
我们将证明由等式 


( h [) 


(5) 


0 = 


A r + a；i 




得出等式 r|p = 0. 但是从 (5) 我们得到= 0,从而 dipMpcJi = G • 而因为^ 
是在 U\P 中不为零的函数,故在此处有 d^AcJi =0;由于 # Aa；i G C °°( U ), 最后面 
的这个等式在整个 C / 中成立.于是我们可应用引理找出形式 u ； 2 , 使得心= # Au ； 2 . 
将其代入 （5) 得到 d/ip A (r + 私; 2 ) = 0:由同一引理有 r +咖；2 = A cus , 其中 

€ C °°( U ). 于是可看出，因为我们有 4 | p = ( d^)| p = 0 , 故限制 r| p 
现在我们来证明 r | p 与函数0的选取无关，这里的0定义了极集.设此集合 
(在邻域 [/ 的范围内）还被函数$定义；于是分式== X 全纯并不同于零（参看 

第50冃).设有 


= 0 


山 3 


却 


八 r + o ； i ， 


u = 




其中 r ,^ G 在其中代入 中=板，有 


dip 


dx 


却 


八 r + 


八 r + o；i = 


八 r + a ； i ； 


u 








X 


dx 


这里的 


AF+A 由上面所证的，有 r 

还要证明形式 r | p 的闭性质.但在 P 外，由于 u ； 的闭性，我们有 do ; 

dr + dui = 0. 这与 （5) 相同，只是把那里的 r 换作 — dr , u ^ 换作由上面所证的 
唯一性得到 dr\ p = 0的结论 .口 

定义1.在 P 上具一阶极奇集的闭形式 a ; e C °°( M \ P ) 的留数形式称为在 P 
上的一个闭形式，是指它在每点 z ° GP 的邻域中等于在分解式 （4) 中形式 r 在 P 
上的限制 •. 


(jJ\ = 


V 


P 


P 


X 


dip 


A 




( 6 ) 


res uj = r 


p 


因此,算子 res 把 s 次闭 C °°~ 形式的群 Z S ( M \ P ) 变换为 s - 1 次闭 C °°- 形 

式的群 Z ^ iP ): 


Z S ( M \ P ) -> Z s - l { P ) 


⑺ 


res : 


在 p 上全纯.这可由如下事实推 


注. 如果形式 o ; 在 MVP 上全纯，则 
出：当 o ; 全纯时，在定理1的证明中形式 r 和0^也可以选成是全纯的 


res u ) 


U 全纯形式的定义可参看第 14 目的内容 
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例题.设 S 等于流形 M 的（复）维 77, 而形式 U ； 在 M \ P 上全纯并在点 z°eP 

的邻域里有效的局部坐标 z = ( q ，... ，〜）下可表示为 






⑻ 


dz = ~dz\ 八 • • • 八 

y; yj 




di \) 


其中 冷 ( c /) •而 0 | p = O , 


^0. 于是可以写成 


dz v IP 


d^p 


dz 


dz u 




V—l 


A dz\u 


(一 1) 


uJ - 






dz v 


dip 




A dz\u\ 


(-i) 


d 中 必 


p 


dz 


由此看出 




dz[v\ 


⑼ 


( _1 ) 


res u 






^ z v 


p 


1 时我们得到了通 


(回忆^下: dz\y\ — dz\ A • • • A dz u -\ A dz v ^\ A • • • A dz n ). 当 

常的在一阶极点的留数 公式: resgd ;^ ,,, 、 

a ^ W \ a ) 


n = 


w ⑷ 


我们现在转向描述那个被称做勒雷上边缘算子的 fi ， 它把每个点 z ° eP 相伴于 
一 个圆的同胚像5/ c M\P (从而这样的像的实维数增加了 1). 这个算子应该具有 

如下性质： 


, Z n ) = Z , 它以/为原点，在此坐 

=1定义. 


(1) 在某个邻域 C4 。 中存在局部坐标（別 
标下，由方程 

(2) 集合 （J 心构成 M \ P 中的一个连续的曲面 

zEP 

(3) 当 〆 兴，时，曲线 W 和心〃 没有公共点. 

因此，集合 IJ 形成了流形 P 的一个管状邻域的边界（参看图49,其中 P 为 


0定义，而心 G C C 4。 并由方程 


之 n 


— 




曲线，而 M 为三维空间).在上面所采取的条件下,构造这样的算子 S 总是可能的，这 
是因为 P 和 M 的实维数相差 2. 

现设 a 为 P 上实维数为 s - 1的 闭链; 我们假定这个闭链的支集（即它相应的 
多面体）闭包紧 1〉 于 P . 我们记 


U ^ ; 


S <7 =： 


z€cr 


^这个假设是为了考虑奇异积分的需要 



261 


如果在 ftcr 中引进对应于 cr 定向的自然定向，则我们可以将 ftcr 看作是 M \^ P 的 . s 维 
链.为此只要在每条曲线&上引进定向就可以了.譬如可以这样做:我们假定在邻 

域 C4 中给出了局部坐标的有序排列 Z ir - 9 z n (形式心 i A … A dz n 为正)，而在流 
形则其次序为 之1,… ） 之 n -1; 于是在 fiz 上的正向环绕对应于在圆的表示 

e 夂中的增大方向（参看算子6的性质⑴). 

容易看出，算子 ft 与取边缘的算子0交换(奶=况),故而它把闭链变到闭链,把 
同调于零的闭链也变到同调于零.于是, S 建立了同调群之间的同态 

5： O — Hi c \ M \ P ) 

(符号⑻表明把所表示的群看作紧同调群，即我们只考虑具紧支集的链） 

下面的定理是卷 I 中柯西的留数定理的推广. 


^71 = 


( 10 ) 


设 （S — 1) 维闭链 a 居 P ， 和 U ； e C °°( M \ P ) 为 S 次闭形式，它以 P 为 


定理 


阶极奇集;于是 




( 11 ) 


uj — 2m 


res cj , 




其中 fi 为勒雷上边缘算子 


1 表示具有性质 （1) 一 ⑶的& 算子，唯 一 的差 

0 时，以曲面 


证明.我们以心,0 < 

别是将条件 （1 ) 中的方程二1 换作方程 |〜1 
S £ a =： |J h e z 为边缘的管状邻域收缩到 cr . 按照斯托克斯公式（第13目)，对任意^ 


£ < 


，并且当 


me 2 , Q < e 1 < e 2 < h 由于 o ; 的闭性.我们有 


duj = 0 


U ) — 


cr( e 2 、 \cr( e l) 




从而对 U ； 沿 6 e a 的积分与 e 无关. 

现在用一有限组邻域 { Ujjjej 覆盖 a ⑴， 并在其中每一个邻域上应用定理1，从 

构造对这个覆盖的1的分解 { ej }, 并在每个％上 


而像前面那样可以取 狀 z ) 

应用定理1，而在定理1中令0 我们便得到了 


= 




( 12 ) 


ej ― - Ar 4- 




e 3^ 




jeJ 


jGJ 


jeJ 
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在其中，当 6 — 0 时 






勺广（之， ^ Tl ) 


2 m 


Ar = 


e j 


ejres uj 


之 n 


之 n 


{\ z n\ = s} 

(12) 的左端不依赖于 e 并等于沿 Sa 的积分,而右端的第二个和当 
零故而在 （12) 中过渡到 £~^0 时的极限，我们有 


{ f zEa,\z Tl \=£} 


0 时趋向于 


£ — 


□ 


e^res a ； = 2jtz 


kjJ = 2jtz 


res u 


Bcr 


jeJ 


我们注意到，如果以另一个闭链 〆 替换^其中的 〆 属于与 a 的同一个 P 上 
的紧上同调类 /I G H ^ iP ) (这表明 〆 - a 为某个闭包紧于 P 的 s 维链的边缘)，于 
是由于形式 res a ; 的闭性质，对它的沿 cr 和 〆 的积分根据斯托克斯公式应该相等. 
另外根据 (10), 再考虑到算子 fi 保持同调不变，我们可以在 （11 ) 中把闭链^和^ 

换作其对应类 ft 6 Hfl ^ P ) 和狀 e H ( s c ) ( M \ P ) 的任意代 表元. 因此公式 （11) 可以 

改写为 


(13) 


cj = 2ni 


res lo 


t)h 


h 


另外可以清楚看到,如果对 a ; 加上在 M \ P 中的恰当形式（即为某个 *• - 1次形 
式的微分)，则 （13) 中的积分并不改变.与 a ; 相差一个恰当形式的这些形式是包含 a ; 
的一个上同调类，而这些对所有 C °°( M \ P ) 中 s + 1次闭形式 cj 的这种类的集合是 
上同调群 H S ( M \ P ) (参看第14 目). 我们看出， H S ~\ P ) 中包含 

只依赖于 H S ( M \ P ) 中包含 a ; 的上同调类 

定义 

的上同调类被称做留数类，以记号 Res u ； = Res u ；* 表示 


的上同调类 


res u 


设 u ； 为类 a ；* e H S ( M \ P ) 的一个代表闭形式； H ^ iP ) 中包含形式 


H 


res lo 


公式 （13) 现在可以改写为 


(14) 


2 m I Res u 


u 




h 


可以确信算子 Res 建立了对应上同调群之间的同态 

Res : H S ( M \ P ) II s - 1 ( P ). 

我们来对高于一阶的极奇集的情形作一个粗略的描述.还是设在 n 维复流形 M 
上给出一个子流形 P ， 它局部地作为满足# 0的全纯函数0 的零点集我们称 

形式 u ； e C °°{ M \ P ) ft P 具有 g 阶极奇性是说，如果乘积妒 a ; 可延拓为 M 上的 
C °°- 形式，而对 q ’ < q 的^ uj 不可延拓. 

我们将不加证明地引进一个定理，它把在 P 具高阶极奇集的闭形式的积分计算 
化为已经考虑过的情形（参看在本目开始时脚注所引述的 书)： 


(15) 
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对具极集的任意闭形式 o ； G C °°( M \ P ), 存在上同调于它的形式 o ； 0 , 使其以 P 


为一 阶极集 • 

H s ~ l { P ) 中包含 res 吻的上同调类，即类 Res 吻，被称做形式 u ； 的留 数类; 

仅仅由 H S ( M \ P ) 中包含 u ; 的上同调类决定 

在平面情形中,从形式 U ； = /心到 u；o =九心的转换在于将/(2) 


C 


-Q 


". l .. ， • • 


(^Z 一 ( 2 ) 


Q 


+ — L 转换为函数 fo 


C-1 


，后者在点 a 具有一阶极点并与/具有相同的留数. 


z —— a 


z — a 


我们发现，在高维情形，对于全纯的 U ；， 形式 a ； o 不必是全纯的，并且全纯形式^的 
留数形式 Res u ； —般来说可以不包含全纯形式 1 \这就解释了在勒雷定理中不仅考 
虑全纯的而且还有 C °° 类中形式的必要性. 

在实际应用中，形式 a ; 具有几个极流形巧， 

情形也很重要.我们假设，这些凡处于一般位置，即在它们的每个相交点上，由 
在局部坐标下定义这些流形的函数的导数组成的矩阵达到最大可能的秩我们记 

p ° = (巧 rv..n 巧 )\(〜iu … u p m)，j = i ，"- 

M\(Px U … • U 仏)，并考虑同态 V —个序列,它建立了把属于紧上同调 H ⑹ (穴）中 
类的闭链 a 对应到属于的类中的闭链 Va : 


的 


Pm ， 其阶分别为 qi 


， Qm 


hP m = P i n -' C ] P m , P ° 


，m — 


6 m : K (c) (P m ) ^ H^iP 171 - 1 ) 




(16) 


— > 


— > 


■ 曝 ■ 


闭链 SV 被分层为同胚圆，它们围绕 P 并属于 P 卜 1 • 如同上面那样,这个序列对偶 
于一个上同调序列，它定义了一个 复合留数类： 


Res m : H ( P °) — y mp 1 ) 

逐次应用公式 （14) 便得到下面的命题： 

对任意 ( s - m ) 维的同调类 / iG 中的闭链 a 和上同调类 u ；* G H S ( P °) 
中的任意 s 次闭 C °°- 形式 a ;， 成立留数公式 


— y H ( P m ) 


(17) 


-^ 


— y 


籲 ■ ■ 


= (2jiz) 


(18) 


Res 


u 


u 


h 


h 


最后我们注意到，如果形式 a ； 在某个 n - 1维复流形 NCM 上等于零,则对它 

沿着交集和 Saf ^ iV 的积分将消失.这就给了我们一种可能性：不 

去考虑同调和上同调群,取而代之的是考虑相对同调和上同调群.我们以 C S ( M ) 和 
C S ( N ) 代表在这些流形上的 S 维链群（像通常那样总是整系数的).称链 c e C P ( M ) 

是一个 相对于 TV 的闭 链是说如果它的边缘 daCN (特别地，当等于零时).群 C S ( N ) 
是 C S ( M ) 的子群;称商群 


和对 


res u) 


C S ( M , N ) = C S { M )/ C S ( N ) 

1 〉 根据定理 1 后面的附注可看出，这种情形只可能发生在所考虑的形式具高于 1 阶的极奇集 
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为相对链群.称链 e C S { M ) 为相对边缘是说存在链 
a s - da s+1 e C S ( N ). 相对边缘组成所有相对闭链群 Z S ( M , N ) 的子群 B S ( M , N ); 称 


C S +1 ( M )， 使得 


5 + 1 


€ 


商群 


H S ( M , N ) = ZJM , N )/ B S ( M , N ) 


为相对同调群. 

当考虑在流形 P 上具一阶极奇性并在流形 iV 上为零的形式 o ; 时（假定它们处 
于一般位置)，可以更精确地描述出上面的构造.就是说可以对勒雷上边缘算子的性 
质⑴一 （3) 再加上一个性质. 

(4) 如果 则心 Civ . 

于是这个算子把每一个相对闭链 c G Z S . X { P , N )^ 变到相对闭链 & eZ s ( M \ P , 
N ). 容易看出它建立了对应的相对同调群之间的同态： 


(19) 




留数公式 （13) 对于相对同调类 /I e Hs ^ iP . N ) 和 5 /i e H S ( M \ P , N ) 保持不变. 

勒雷方法在积分计算的例子可在 R . C . Hwa 和 V . L . Toeplitz 的书 Homology 

and Feynman integrals ， Benjamin , New York and Amsterdam , 1966 中找到，这些例子 

在理论物理中有重要的意义. 


55. 对数留数 

在第19目中我们介绍过€^中的庞加莱形式 


( ? -- d c In \ z \ 2 A ( dd c In |^| 2 ) n_1 , 

对它沿任意实 （2 n - 1) 维闭链 7 C C n \{0} 的积分给出了这个闭链的指数 2) . 直接 

计算表明这个形式为 


( 1 ) 


^0 = 


(71 — 1) 


(— 1 ) ^~ l z v dz [ v ] A dz + z v dz[iy 


Adz > 


(TO = 


2n 


2{2 m ) n \ z \ 


即等于马丁内利-博赫纳公式的实部 


⑶ 


~(^MB +^MB) 

闭链7同调于多圆盘= {||邱< 1} 的边缘的整数倍，设7〜 kdU \ 从而7 
关于点^ = 0指数等于 


ctq = 


(3) 


紿(7) 


^MB — k 


kdU 


^ Z { P , N ) 被理解为 Z ( P ， PDN ) ; 在后面的公式中釆用类似的约定. 

2 )形式⑴与第19目中的 a 0 相差一个因子（- 1)' 它所依据的事实是，在这里所认定的正向是 

由形式 cbi A • • • A dz n A dz\ A • • • A dz n 诱导，而不像在第 19 目由 心 1 八 A • * • A dz n A dz n 诱导. 
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(符号 Re 可以略去,这是因为这个积分是实的).但是如果我们把多圆盘的整个边界 
换成它的骨架 r , 而 2n - 1形式 o；mb 换作全纯的 n- 形式，则可得到同一答案 

dzi 八…八心 


(4) 


尤 0 ⑷ = 


(2 ni) n 

其中 fcr 是多圆盘的骨架 r 的整数倍.这个公式完全类似于平面上对点 z = 0的闭 
路径的指数公式. 

如果我们考虑下面的问题则就进入了对数留数的高维类比.设给出了区域 d c 
C n 的全纯映射 f •• D — C ' 其雅可比行列式 Jf { z ) D 为具光滑若尔当 

(Jordan) 边缘 dG = S 的区域，且 S 不包含/的零点.要求决定映射/在区域 G 中 
的带重数公共零点的总数.（我们注意到，由于紧解析集的有限性定理，即第24目的 
定理7,根据在 0 G 上/ / 0的条件得到/在这个区域 G 上零点个数的有限性 .） 

U 的闭链 

S 一 f ( S ) 的指数，它是在映射/下 S 所对 应的; 根据公式⑶和积分中的变量替换 
的定理，它等于 


zi 


之 n 


響 • _ 


kr 


这个问题完全可像平面的问题那样解决.我们将计算对于点 


W 


(n — 1)! 

(2 ni) n 




(5) 


N 二 


\m\ 2n t 


s 


因为在 （5) 的积分号内的是在 G\{f(z) = 0} 中非异和闭的形式，故由斯托克 

斯公式我们可以把积分闭链 S 换成当6 > U 充分小时的韦伊集合 U € = { zeG : 

} 的边界（参看第30 口).如果再过渡到沿集合比的 n 维骨 

, n } 的积分，即类似从公式⑶到 （4) 的过渡过程，我 


\M Z )\ <e,v = \, 

架 r e = {\f v {z)\ 

们便得到 


，n 


• 警 _ 






_ ■ 


d/i 八 …• 八 df n 

fl … fn 

当 e 充分小时，集合 n e 由有限个连通分支组成，其中每一个分支包含一个且 

只有一个/的零点.沿这样的分支的积分 （5) 或等价于它的沿这种分支的骨架的积 

分 （6), 自然地被称做映射/属于这个分支 的零点的阶. 于是我们得到下面的 辐角原 
理的 n 维类比. 


( 6 ) 


N = 


(2 ni) n 


r 


定理 1. 如果 f : D ~^ C n (D cC n ) 为全纯映射， J f (z) 关 0,而 G 危 D 是具若 

尔当光滑边缘 S 的区域，它不包含/的零点，则对于点 w 二 0的氏 = f { S ) 的指数 
等于/在区域 G 中/的零点的总数,其中计入了零点的阶数. 


z\ - = 2^1 z 2 具雅可比 4(4 + z |), 它在 C 2 的球 


例题 （1). 映射 

{N < 1} 中有一个零点 (0,0). 这个零点的阶数根据公式 （6) 等于 


W\ 




B 




(zf + z^)dz\ A dz 2 

(^1 ~ Zo)ZiZ2 ， 


dw\ A dw 2 

W\W2 


2 


N = 


(2jtz) 2 


(2m) 2 


r 


r 
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其中 r 为韦伊区域 {\ z \- zl \ < 1,2|2 1 2 2 |<1}的骨架.利用马丁内利方法可以证明， 

所求的阶数 7 V 二 4. 


氺1.设 f:U — C n 为点 aeC n 的邻域的全纯 映射. 证明，如果 f ( a ) = 0且 J f ( a ) ^ 0, 
贝 1 J /在点 a 具一阶零点. 

2.设 仏为; 2 的心> 1次齐次多项式（^ = 1，... ， n )， 并且映射 P = ( Pi , ••- , P n ) 在点 

Z = 0 为孤立零点.证明，这个零点的阶为 d 

0:它们的集合同调于坐标平面的集合,其中每个平面各取了心次.剩下来再利用公式 


山… dn . [提示：所有锥 G = { P v { z ) = 0} 只交 




于点 




⑹] •* 


像在 n = 1的情形那样，由辐角原理得到 

定理 2 (鲁歇 （ Rouch 句). 设给定一个具若尔当边缘 S 的有界区域 Dc € 
和两个全纯映射 f , g ： D -^ C n . 如果在每个点 zeS 至少对一个坐标成立 

|/ i /⑷ I 〉|夕1/⑷ I ， 

则映射 f + g ^ D 中所具有的零点数（计其阶数）与/所具有的一样多 

证明.首先我们注意到，由于 （7) 和不等式 

\fv{z)g v {z)\ ^ \f v {z)\ - \g^z)l 

映射/和/ + p 在 S 上没有零点,从而它们在 D 中的零数数有限（第24目定理 7). 
映射 f t = f + tg 对任意 f G [0, 1] 也在 S 上没有零点，这是因为在那里对某个坐标有 

\ fv > + tg v \ ^ \ f v \ — t \ giy \ > 0. 

对任意 t G [0, l ] J t 在区域 P 中的零点数 M 由公式 （5) 决定，从而连续地依赖于 
L 因为这是个整值函数，故 iV t =常数•即/ 0 = /，八=/ +分在 D 中有相同的零点 

数 •口 


⑺ 


可清楚看出，如果在 S 上以欧几里得或者多圆盘度量有||/|| > ||列，则条件⑺ 
显然满足. 

我们发现，当 n > 1时映射/二 （☆,.••，/ n ) 的零点阶数，一般来说，不能通过 

U 在此零点的泰勒展式的最低项的阶数表出.那么，映射 M 4在 Z = 0 

为6阶零点，正好等于这些阶的乘积.但是对映射 
个映射相差一个非退化线性变换,从而也在2 = 0具阶数6,而它的最低阶的乘积为 

4. 利用鲁歇定理可澄清这个问题. 

设点 aeC n 的邻域 C / 的全纯映射 f :U — C n 在此点有孤立的零点. 
如果映射 P = ( A , …， P n ) 在 a 也为弧立零点,其中兄为 A 展成^的齐次多项式 
的展式中非零的最低项，则/在 a 的零点阶等于 d = d ^ **- d n , 其中 4 = deg /V 


zf , w 2 = zf -h z \, 它与前一 


W\ 


定理 


蠢 
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§18 


证明 . 不失一般性，我们设 a = 0, 而且假定 B =化| < 1} C C /， 以及/在 S 

中除了 z 二0外没有其他零点. 令九二 P v + g v , 其中〜为次数大于心的齐次多 
项式的和.按假设条件，映射 P 具有唯一的零点 z = Q . 故而存在常数 m > 0使得在 

球面& = {|纠= 1} 的每点^ \ P v { z )\ 中最大者> m . 级数如的项的模的和对所有 

, n , 不会超过某个常数 M < 

对于固定的点 z G 我们以〃0 = 代表坐标的标号，对它而言达到了 

\ P v { z )\, 于是对任意 r e [0.1] 有 


OC 


m m 


max 


P^o( rz )\ ^ r d ^m, l^o (r2：) I ^ A 。 +1 M ， 


从而，如果 r < r 0 = m / M , 则在球面 = {|之| = r } 的每点有 \Pv 0 ( z )\ > |" i / 0 ⑷ I . 根 

据鲁歇定理， / = P + 0 在点 z ^ O 的零点阶与 P 的相同，而根据上一目例1后面的 

习题知这个阶数为山…‘. 口 


不久前，车赫 （ A . K . Tsikh ) 和尤日可夫 （ A . P . Yuzhakov ) 证明了，对于/的孤 

立零点的重数与阶数心的乘积相等这个事实，也是使由最低项组成的映射将此点 
作为孤立零点的必要 条件; 在一般情形中/的零点的重数不小于4的积（参看在第 

53目定理1下面脚注所引的 Aizenberg 和 Yuzhakov 的书). 

作为鲁歇定理的另一个应用，我们考虑全纯映射的局部逆的问题（对比卷 I 第 


35 g ) 


设在点 aeC n 的邻域中给出了 一个全纯映射 / : C / — C n 和 f ( a ) = 6; 要求 

在邻域 V 3 b 中找出/的逆映射. 

如果雅可比 J f ( a ) ^ 0,则映射/在点 a 的某个邻域中为双 全纯; 从而这个问题 
在点6有全纯解9 =广 1 (参看第9目).如果 J f ( a ) = 0,则要求再附加地满足所谓 

的奥斯古德 ( Osgood ) 条件 •• a 是点6 = /( a ) 的原像集合中的孤立点.如果不满足它， 

则 f - Hb ) 为维数大于零的解析集. 


例题 （2). 对映射/ : ( z 1 , z 2 )^( zf - zl 2 Zl z 2 ), 奥斯古德条件在点 z = 0 被满 

足，而对 p : ( z 1 , z 2 )^ ( z 1 , z 1 z 2 ), 则不 满足： 原像 g - HO ) 为复直线 {A = 0}. 

定理 4. 如果全纯映射 f : U -^ C n 在点 aeU 满足奥斯古德条件，则它在该 
点的某个邻域中为逆紧. 


证明. 按照定理的条件,存在球 G = {\ z - a \ < r }^ U , 使得当 z € G \{ a } 时 

f ( z ) 爹 b , 从而 min \ f ( z ) - b 


> 0. 设 B = {卜 - 6| < p }; 因为对任意点？ G B ， 


= P 


解析集 {ze G . f{z) = w o } 没有靠近如的点，于是根据第24目的定理7,它为有 

P 艮，即映射/⑻ - 物在 G 中有孤立 零点. 映射/ ㈤ - 6在 G 中有唯一的零点（即 
点 a )， 而因为 


(/ ⑷ - 6 ) + (6 - ^ 0 ) 


0 


/⑷ 
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和 \ f ( z ) - > p 在上成立,而又有|6 - W G | < p ， 故由在欧几里得度量下的鲁歇 

定理知道， f ( z ) 

定 a 可以是带重数的零点).我们来证明 B C /( G ). 

以 G 0 表示 f -^ B ) 中包含点 a 的连通分支.任意点 w G B 在 G 0 中有有限 
个原像并且对任意 K <^ B . 原像 r x { K ) <£ G 0 . 这意味着映射 f •• G Q — B 为逆紧 

的 •口 


在 G 中具有像 /( z ) - 6 — 样多的零点，即至少有 一 个零点（假 




推论. 如果 D 为 C n 中的区域,并且全纯映射 f : D ~^ C n 在每点 aeD 满足 
奥斯古德条件.则 f ( D ) 也是一个区域. 


定理4给出了在一点的局部逆映射的定性特征,其中的映射在此点的雅可比等 
于零但满足奥斯古德条件：在这点的像点的邻域中，取逆的过程大体上与单变解析 
函数在分支点的清形相同.为了更详细地研究，我们需要下面的定理. 

定理（雷默特 （ Remmert )). 在逆紧全纯映射/ : D 

解析集的像是区域 G 中的解析集 


G 下区域 D c C n 中 


这个定理推广关于双全纯映射保持解析集不变的显见命题我们只叙述而不加 
以证明1 


设全纯映射/在点 a e C " 满足奥斯古德条件，并且 J / ⑷二 0. 根据定理4,存在 
这个点的邻域 C / 使得 f :U — V 为逆紧映射.我们以 E ={ zeU : J f { z ) = 0} 代表 

映射/的临界点的集合（按照所给条件,其非空).由雷默特定理,它的像氏= f ( E ) 
是 V 中的解析集，从而不可分离 V . 所以对任何一个点 w G 原像 f - 1 —) 的 
个数都一样（这是在 V \ K 上的整数值连续函 数)； 以 / c 记此个数. 

固定点 W G V \ E , 并以 z ^( w °) 记其在 C / 中的原像 （j = 1,…， fc ). 如有必要， 
可实施空间 C n ( z ) 的线性变换，从而可假定这些点 z ^( w °) 的第 n 个坐标互不相同. 
于是对于充分靠近 t // 3 的点 w 的原像的第 n 个坐标 4( w ) 也成立同样的 结论; 我们 


记 


k 


P { z n , w ) = Y [( z n - z 3 n { w )) = z ^ + ci ( w)z 


k -1 


⑻ 


H - hCkiw) 


由反函数定理知，原本定义在 W 的邻域中的函数 4( w ) 则可沿任意一条路径 
解析延拓到 V \ E „ 我们注意到，当沿在 V \ E , 中的某条闭路径延拓时，其终点值 
z 3 n ( w ) 可能不同于初始的值，而变到原像 f ~ l { w ) 中另一个点的第 n 个坐标但是多 

”参看在第24目中引述的丘尔卡 ( Chirka ) 的书的55页.我们注意到,对于非逆紧映射定理不 

其中为整数，它在带状域 {-1 < Re ^ < 1} C €中为解析（由卷 I 
第46目的魏尔斯特拉斯定理存在定义它的整函数)，而这个集合在全纯映射 

的，这是因为它在此区域内部有个极限点. 


}， 


再 成立：集合！ 2 kni + 


2 k 


下不是解析 
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项式 （8) 的系数 C ^( W ) 作为它的根 zl ( w ) 的对称函数在沿这种路径延拓时不变，即 
是 V \ E , 中的单值（并全纯的）函数显然它们是有界的,而因为民为解析集,故 

由第32目的定理3知，它们被全纯延拓到区域 V 中. 

因此，在 F 中的逆映射 P = /- 1 的第 n 个坐标〜= Pn ㈣ 是 一 个具分支集合 
E ^ = f ( E ) 的 /c - 值解析函数.为了求出^的其余坐标,我们考虑次数不大于 fc - 1 
的对〜的多项式，它在 V \ K 中以下面的公式 定义： 


k 


k 


(〜• 忉) =^2 zi ( w ) Y [{ z n ~ z ^( w )) , 


⑼ 


= 1， 


， n — 1， 


Vv 


v ■奉 


|X=1 


^3 


其中 zi ( w ) 代表 z ^( w ) 的第 P 个坐标.这些多项式的系数也被全纯地延拓到我 
们注意到，像在 （8) 和 （9) 中看到的，有 


k 


dP 


z 3 v {w (砘 (W) , w ) ， 


4 ㈣ 






z 


/Jb=l 


?7 


^3 


从而逆映射分的第 p 个坐标，即 z 3 v { w ) = gi ( w ), 通过 z 3 n { w ) = g ^[ w ) 由下面的公式 


定义 


Vv{z n ,w) 

—- P { z n , w ) 

dz n . 


( 10 ) 


9v{w )= 


， p = 1 ， •• 


? n — 


9 


.=9nXw) 


z 


这便证明 T 


定理 5 (奥斯古德). 设/ : C 7 — ( C 7 1 为在点 aeC n 的邻域中的全纯映射，并且 
⑷= 0,但 a 是点6 = /( a ) 的原像集中的孤立点.于是（可能是在 [/的 一^个线性 
变化之后） 在点 b 邻域中的局部逆9二/- 1 可以由下面的方式得到：它的第 n 个坐 

feF z n = g n { vf ) 可以从方程 


( 11 ) 


P { z n , w ) = 0 

中求出，其中 P 为具在点 fc 全纯的系数的多项式 （8) ,并是在6的邻域中的一个 k 

值解析函数，而其余的坐标唯一地以公式 （10) 通过 如 M 和切表达. 


例 题⑶.映射 


2 


2 


( 12 ) 


W2 = ^Z\Z2 


Wi = z x - z 2 , 

的雅可比等于 J f ( z ) = 4{ z ^ + z ^)^ 它在复直线 E ^{ Zl ^ ± iz 2 } 取零值 • 消去仏我 
们得到一个四次方程 P ( Z 2, W ) = z \ -\- W1Z2 


^2 


= 0. (12) 的逆为 


4 


V 2 


V 2 


Wi + W 2 — 


2 


2 


Wf -\rW^+Wi, Z 2 =— 


Z\ = - 

X 


2 


2 


参看第 23 目中魏尔斯特拉斯预备定理的证明 
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故而函数 Z v { w ) 为四值函数并且它们的分支在集合私二= ± iw 2 } 之外全纯.这 
个集合是集合的像并由两条复直线组成,在它们中的每条直线上按〜的两个值 
合并在一起,在这些平面的相交 点上& 的所有四个值也被合并 一 起. 


当奥斯古德条件不满足时，即 d 是集合 f -\ b ) 的极限点，但该映射的雅可比不 

1,它被/映到点 


恒等于零，于是存在包含点 a 的复维数为 r 的解析集，1 < r 彡 
b . 在这种情形,一般来说，6至少是所考虑映射的逆的一个分支％的奇点 


n — 


例题⑷ • 考虑映射 


(13) 


1=1 -2^2 ^3 5 ^2 之 1之3， ^3 之 1 之2, 


其雅可比 J = 2Z1Z2Z3 在三个（复）二维平面{义= 0}，// = 1,2,3上 为零. 点 w = 0 

的原像是三条复直线 


0} 和{之2 = ^ i =0} 的集合 •（13) 的 


0),^1 


=^3 


=^3 = 




逆 


Z 3 = 


Z 2 = 


0是所有三个分支&的奇点 


在平面{叫= 0 }， /i = 1， 2 , 3 之外有全纯分支，点 


w 二 


问题 


P 


其中 P 和 Q 为互素的多项式，它在区域 DcC " 中全纯 


1. 如果函数 f 




Q 


则在此区域中 Q ^ O . 

2. 如果函数/在双圆盘[闵< 1 ， H < 1} 中全纯并不能全纯延拓到点 { z ^ e i6 ^). 

其中 | z D | < 1，则它不能全纯延拓到所有的点其中阆< 1. 

3. 验证在球 B = { ㈤ 2 + H 2 < 1} 中全纯，在否中连续且在直线 Z = 0 等于0 
的函数 Z s /(1- W 2 ) 不能表示为 ^(2, W) 这样的形式，其中的 W 为在石中全纯并在 

B 中连续. 


4.设 D = {3/4 < ㈤ < 5/4,3/4 < |^| < 5/4} 为 C 2 中的区域；集合 M 

+ 1} 由两个分支紙= {( z , w ) G M 


Im z/; > 0} 


Im 2：= 


{( z , w ) e D 

和 M 2 = M \ Mx 组成，它们相互之间的距离为正.证明第二库赞问 题：在 D \ M X 

中 A = 1,在 zam 2 中 / 2 

情形下，我们可得到一个函数/ € 綱， 使得在 D \ M X 中/ # 0,而在 D \ M 2 中 

1)^0; 比较函数/在圆 {| z | = l,w = ± l } 上的辖角增量和 


Z 


W 


1 (相容的条件）没有解.[提示：在可解的 


w — z — 




9 = //(之 

和相对应的函数 P 的辐角增量△&和我们便得知'二和△纟= 

但显然有 — A ^| = 2 n ] 

5. 证明，在区域 D = C 2 \ {0} 中问题5/ = (_i — z x dz 2 )/\ z \ 2 无解，虽然该 
形式的右端部分为 d - m . [提示：注意，在区域％ = C 2 \ {zj = 0} 该问题的解为 


— W 一 


乏1/之2|之| 2 和一乏2/之1|之| 2 -] 
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6 •设 为 C n 中的全纯域，并且 { zeD ： Zl ^ O } = MxIJ . V /2, 其中抓和 M 2 
为在平面 A = 0上的不交开集;于是存在函数/ e ^( D ), 使得在 Mi 上有/ = 1且 
函数 / Ai 在 M 2 的邻域中全纯.[提 示： 利用否-问题的可解性 .] 

7.设 X 为紧空间， C [ X ) 为 X 上的所有的连续复函数的环, G 为 C ( X ) 中在 X 
上所有处处非零的函数的（乘法）群, E 为 G 的子群，它由形如 e^fe C ( X ) 的函数 
组成.证明 


G / E ^ H ^ X , Z ). 

这个等式也在 X 为可数个紧集并的情形成立.[提示：利用序列0 

0的正合性，其中贫和义为 (7(^0 和 G 中元素的芽层，而 e 是映射/ 

8. 设 K 为 C n 中紧集，函数/在 K 的邻域中全纯.假定 H\K Z ) = 0和 
0穿 f { K ); 于是存在在 K 上的全纯函数 g 使得 e ^ = f ( f 的全纯对数). 

9. 设 X 为紧，函数 / € C ( X ) y N f = { xeX : f ( x ) = 0}. 假定 Hi ( X \ N f , Z ) = 0, 

于是对任一个整数 fc 〉0,在 C ( X ) 中存在函数 

10. 设 D 为 C n 中的全纯域，形式/在 C °°( D ) 类中使得 df 在 D 中全纯（即 
df 为双阶 ( r ,0) 的形式并具有全纯系 数)； 于是存在 （r - 1) 次形式仏其属于 C °°( D ) 

类，使得形式 f — dg 全纯. 

11•设 D 为 C n 中区域，其满足 H l ( D , 泛 ) = 0,又 p : C n — C 2 为到前两个坐标 

的投射.假定： 1) 在 C 中存在全纯曲面，它被-投射到 p { D ) ±,以及 2) 对每个 

p { D \ 集合 p ~\ a )^ D 连通且单连通（即在其上任意一条闭路径同伦于 零)； 于 
是 〆 /})为 C 2 中的全 纯域. [提示：参看第 48 目的定理 3 ] 

12. 辛钦 （ G . M . Khenkin ) 证明在双圆盘 (7 C C 2 中问题否/ = tj 对形式 
aidzi 4- a 2 dz 2 及 dco = Q 有下面公式的解 


Z 二贫 — 义 


-^ 


2m f 


a G 




(Ci-^i)ai + (C2-j2)^ AdC + 


^ 2 f { z )= - 


2 


1C — 




u 


(C 2 - 叱 d( 2 A d( 

(Ci 一 z i)\C — 


(Ci — ^i) Q i^Ci 八成 

(C2 — 之 2)|C — 


2 


2 


Z 


Ki l = i 


1(2| = 1 


, N ，在 D 中没有公共 


13 .设 D 为 C n 中的全纯域且函数扎 e 6 (D), p = 1 , 

零点； 于是存在有函数使得/⑼+…+ f N g N = 1. 

14 •设 S = {a C 2 : Re 23 = Id 2 - \z 2 \ 2 }; 证明在 S 上满足柯西-黎曼切条件 

的任意光滑函数可以被延拓到整函数. 

15. 设/为对％的 -4 次齐次函数,它在任意射影直线/ C D+ 的仿射部分上有 
一 个一阶极点.证明，由彭罗斯方法对应/的麦克斯韦方程的解因而是迷向的（参 

看第 52 目）. 

16. 用彭罗斯方法构造 一 个麦克斯韦方程的超越解的例子，使它在实的闵可夫斯 

基空间上没有奇点. 


• 豢 
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17. ( A . P . Yuzhakov ) 证明，对任意不与下面积分的被积函数的奇点相遇的闭链 


A 则 




dzdw = 0, 


az k + bw l 


其中 / 为 C 2 上的整函数, fc 和/ 为互素的正整数, a 和 fc G C . 

18. 设 D 为 C n 中的一个区域 , n > 1，又 K 为 D 中不分离它的一个紧集.证 
明，对于任意双全纯映射/ : D\K -> C " 可延拓为 D 的双全纯映射. 

19. 设 C 7 为中的一个开集,/ ： C 7 -4 C m 为全纯映射.如果 a G [/ 为 fc = f ( a ) 

的原像中的孤立点，则 

使得在 a 的邻域中有 p o /三 0. 

20. 设 t / 为 C n 中的开集 ， f :U -^ C m 为全纯映射.如果每个点 
/( a ) 的原像中的孤立点，并且 /([/) 在 C m 为开集，则 m 

21. 证明被称 做贝祖 （ B 6 zout ) 定理 的下面 论断： 如果方程组 P v { w ) = 0, i /二 

(_,••• , w n ) 的齐次多项 


,并且 m > n 当且仅当存在在点 fc 全纯的函数 


U 均为 


a G 




1,…， n , 只有孤立的根. 其中矸 为对 P n 中齐次坐标 
式,则它们的个数（算上重数）等于尺次数的乘积. 


W 





第 V 章 

几何理论的一些问题 


在这最后一章中，在考虑经典的一些问题（诸如伯格曼 ( Bergman ) 和卡拉泰奥 
多里 ( Caratheodory ) 度量）的同时还考虑了许多还未最终解释过的问题.自然,这里 

素材的选取在很大程度上由作者个人的兴趣所决定. 


§19. 不变度量 


函数的几何理论中一个一般的方法是利用在双全纯映射下的不变度量.在这里 

将描述三个这样的度量.它们中的第一个是由伯 格曼在 1933年提出来的. 


56. 伯格曼度量 

我们考虑在区域 DcC n 中全纯函数的希尔伯特空间 


L %( D ) = {(f e ^( D ) 


( p\ 2 dV < oo }, 


( 1 ) 


^IlD = 


其内积为 




( 2 ) 


( dV 为体积元).我们将只考虑这样的区域，对它而言其空间为非 平凡； 我们称它们 
为 有界型 的区域（例如，所有有界的区域是这种区域，而空间 C " 则不是). 

固定一个点 C e D , 我们要在类 E = e L %{ D ) : ip(Q = 1} 中极小化范数 
llv ^ lb . 为了证明这个极值问题的可解性我们需要 
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引理 1. 如果多圆盘 U n ( z °, r )(^ D , 则对任意 w G L %( D ) 有 


1^°)1 ( 


(3) 


IMIf / 


71 


j 2 rptx 


证明. 不失一般性,设= 0. 如果在 C / n 中 




k 


CkZ ， 


|fe|=0 


则当令 


时,我们有 


It 


Z v = p v e 


f TckQZ^dV 

kd 


mu 


e i(<kly ~ lly)tl/ dU / p^ +lly+1 dp 


o 


2(fc|y + l) 

kjy + 1) ， 


^ ^2 i^i 2 (2ji) n Yl L 

k y =^ 、 

而因为该级数的项非负，故 M 2 Un > | co | 


k(o )| 2 


2n 


2n — 


□ 


jr^r 


7 i^r 


定理 1. 上面所提出的极值函数存在且唯一 


以及％ G Ll ( D ) 为一个极小化序列，即 

A . 由引理1从而得到{^}的局部一致有界性,于是按照蒙泰尔 （ Montel ) 
定理（参看卷 I 的第39 目； 其证明可无困难地搬到多变函数的情形）可以选取子序 
列{^},它在 D 的某个紧子集一致收敛于一个函数_ ^ L %{ D ). 对某个 G 运 D 
我们于是有 


2 


证明 • a ) 存在性.设 A 


inf 




^ P ^ lE 


2 


% 


— > 


lim ||^ JIg ^ lim W ^^ Wd = ^ 

，一 ►CO v—oo 


^ oIIg = 


而因为仰 e 五，故 || 仰|吃 =A 


b ) 唯 一性. 设与 < A ) —起的还有另一个函数咖 e 五，使得 II ^ oIId = A 于 
^0 + ^0 


Wo + 




彡 VA , 因此 


由三角不等式有 


G E , 从而 ^ 


2 


2 


2 


11^0 +畛0 


y / A , 而成立等式只能当咖= A (^)， 其中 A 为常数.代入 z = C , 我们发 
现有 A = 1,从而咖 )=<^ o . □ 


2 


通过极值函数可以定义所谓的区 域的核函数: 

^ o ( zX ) 


⑷ 


(之, C ) = 


Ml 
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现在考虑在区域 D 中任意一个函数的完全标准正交系 e LKD)，/ll = 1,2、，.. 
这里的标准正交性的意思是其中‘为克罗内克符号，而所谓完全 
是指,任意函数/ G L %( D ) 可表示为 


■ 




⑻ 


其中％ = ( f , cp ^ 该级数平均收敛于/,就是说在范数 （2) 的意义下的收敛.我们注 
意到，在我们的情形中，由引理1得知，在每个 G [ D 上级数 （5) —致收敛.我们还 
记得，完全正交系的条件可用帕塞瓦尔 (Parseval) 等式表达： 


E 


( 6 ) 


dn , 


其中 ％ = (/，％). 

以通常的分析方式可以证明，在每个有限型区域 DCC- 中存在 Ll ( D ) 中的完 


全正交系 


引理 2. 对任意正交系外 G L %( D ) 、 级数 E |^(2°)| 2 在任意点/ e D 收敛 


证明 .设 U ( z °, r ) (e D , m 为任意 一 个自然数;利用标准正交性和不等式 （3), 我 


们有 


|/x=l 
|2 

dV^ JtV" ( E \^(z G )\ 




dV 


2 


U 


(我们对函数 G L %( D ) 应用了⑶).约掉 E |%(^)| 2 并令 

oc 便得到结 f 1 口 ^ 


趋向 


定理 2. 在区域 D 中任意的完全标准正交系{^}下核函数可由级数 


kD{z,C) = X] W ( 咖 /i(C) 


⑺ 


表不 
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记 ％( C ) = <以及5^⑽ 

OC 

函数$ ⑷ = ^ 2 a ^( z ) 


(由引理2知此级数收敛).对任意 


证明 


a 


+ 7^)； 于是由条件 


E (参看（5))，我们令 


e 




= 1得到 Y , 1^1 = 0- 考虑到此，则帕塞瓦尔等式⑹给出了 


E 


2 


彡 - ; 




Id = 


2 


\ Ml 的极小值 1/ tT 由所有 7 m = 0达到，即 

1 ^2^_ 

v^o(^) C) ~ — 〉: ww(0wfjX z ) 

(7 


yo\\i 


将其代入 （4) 我们便得到了 （7). □ 


推论. 核函数 fc ( z ， c ) 满足： 

a ) 对第一个变量全纯,对第二个则为反全纯； 

b ) 反对称: k ((, z ) = k ( z ，(); 

c ) 具有再 生性： 对任意 L %( D ), 在任意点 zeD 

f ^0KzX)dV^ 

J D 

证明. 性质 a ) 和 b ) 由⑺看出，为证明 c ), 我们注意到，由柯西-布尼亚科夫 

不等式 E | a ^| ^ x/EKIVE W 知级数 （5) 在 D 的紧子集上一致和绝对收 
敛，因此再考虑到标准正交系，我们得到 

广 oo 

/ ^( Qk ( zX ) dV = Y 1 

^ & a mm —■ 


⑻ 


咖) 


^v{z) / %<XXC)dV 


D 


y^v^(z) = (p(z), □ 


公式 （7) 让我们可以计算最简单区域的核函数 


例题. 

(1) 多圆盘 C 7 = p e C n : || z || < 1}. 这里的完全标准正交系，譬如是标准单项式 
的系 ^ k ( z ) = 其中= ( fci , …， fc n )， fcp 彡0,且系数 Xk > 0 由下面的条件选取: 

(< Pk , Wk ) = 4 

Ju 


z k z k dV = 1 
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在每个平面〜中引进极坐标= p v e ie ^\ 则由此条件得到 


n/ pi K+id p 


n 


2 


(2 兀 ) n A | 


= K n X 


k 


fep +1 


或者 


v—l 

系的完全性来自其级数就是泰勒级数，而所有函数/ e & { U ) 均可由它们代 
表；正交性是显然. 

由公式 （7) 我们因此而得到 


2 


A 


k — 


{K 4- i )(^ C ) 


k ( zX )= Y \ ^ z k f 


k 


| fc|^o 


\ k \^ 


令〜 G 二〜，我们注意到有 


d 


d 


d 




[I (kv + 1)^ 


% Xj ^ 


k 


dx \ dx 


dx 


而因为我们有 N < 1，故我们可以改变微分的顺序和级数和的顺序，我们得到了 


19 1 

n n dxl — X 


fc(z 乂) 


n n (1 — x ) 2 ’ 


或者显式表达为 


味 c 卜 


⑼ 


=i i 1 ~ z ^ v ) 


(2) 球 B = {z G C " : | z | < 1}. 仍然有单项式系 \ k z k 为完全标准正交系，但是 

,为计算沿 S 的积分需要引进极坐标（在 R 2 n 中的). 


(|fc|+n)! 


标准化条件给出 Af = 
由公式⑺我们得到 


k \ n n 


(\ k \ + n )\ k -k 


fc ( •士 E 


\ k \^0 


.(p + n) ^ 






fc! 


| fc |=^ 


我们现在注意,里面的那个和 


"! 


(Wl) fcl … ( z nCn) kn ^ yZ z ^C 


E 


fci! … fc n ! 


\k\=fjt 
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以及对所有 t , W < 1有 


n! 


d n 1 


1> + 1 卜 • (A + n)t M 


(1 - t ) n+1 


dt n l-t 


IjL =0 


n 的模小于1，故 


因为在这里 t 


n \ 




( 10 ) 


邱-乙) 


n+1 


注. 由公式⑼看出，多圆盘的核函数是圆盘 { i^i < 1} 的核函数的乘积，它等 

可以证明，更一般地，区域 D C C m ( z ) 和 G C C n ( w ) 乘积的核函 


于 


響 


2 


Jl(l — z v Q v ) 

数等于这两个区域的核函数的乘积4 


fcpxc ( 之，仏 ；» = k D {z,Qk G {w,uj) 


( 11 ) 


定义 1. 区域 D c C 72 的伯格曼函数是指 


E k/xWI 2 


( 12 ) 


^6=1 


在有界型区域中这个函数是正的，这是因为根据（4)，它是数 MM % 的倒数，其中 
^属于 L%(D) 由条件= 1被标准化的函数类. 


定理 3. 微分形式 


0 2 In K 
dz ^ dz v 


I 


E 


dd c lnK=- 


dz ., A dz 


(13) 




2 


在区域 D 的双全纯映射下不变,其中 K = K d (z) 为区域 D 的伯格曼函数. 


证明. 设/ : D — G = f ( D ) 为双全纯映射.如果也 G L 2 e [ G ) 为 G 中的标准 

正交系，则％二 Vv 。/。 J / 也是 D 中的标准正交系，其中的 J / 为映射/的雅可比. 
事实上，因为像的体积元 dK = | J /| 2 ，， 故 


2 


^ P^dV = 


f • 也 0 f ， \Jf\ dV = 


々 jiAV* = 6 


[IV 


D 


D 


G 


i ) 参看 B. A. Fuks, Special chapters in the theory of analytic functions of several complex variables, 

Fizmatgiz, Moscow, 1963 ， p. 91; 英译本， Transl. Math. Monographs, voL 14, Amer. Math. Soc .， 
Providence, RI, 1965 - 
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系{仏}与 WV .} 同时是完全的，这是因为任意的 W € L 2 e ( D ) 可以换作形式 

OC GO 

4。/ • J /, 其中畛 G L ^( G ), 从而由展开式 ^ = ^2 得到^ 依据定 

/i=l IJL=1 

理2因而有 


^ = 


r d ( z ) = Y 1 i ^ wi 2 = I 也 0 f( z )\ 2 \ j f 

- 1 ^JL 1 

= K G of ( z )-\ J f ( z )\ 


2 


2 


对此恒等式取对数，则有 


In Kg(w) = In Kd{z) — In Jf ( z ) — In «// ⑷, 


f ( z ), 剩下的只要考虑到由于 J / 的全纯性，我们有 5 ln 々= dhiJj , 而 


其中 


W 


dd c = -dd 即可. □ 


2 


称对应于 （13) 的双线性形式 


a 2 In K 
dz ^ dz v 


E 


dz ^ dz v = g ^ dz ^ dzj . 


2 


(14) 


ds 


为区域 d 的伯格曼形式. 


定理 4. 在有界区域 D C C n 中，伯格曼形式为埃尔米特和正定的 


证明.该形式的埃尔米特性质即满足 


&由 （14) 直接得到，这时我们只 

需考虑到 K 〉0即可.为了证明其正定性，我们固定 一点# e D ， 并作一条通过它 
的复直线 Z : 


9 ^iv 




+ o ； C , 其中 O ； g C'C e C , 又注意到由复合函数的微分法则，对 


0 


于复合函数有 


9 2 In jRT o / 1 

d^dC lc=o 

故而我们需要证明左边的式子当为任意时所得的数为正 

根据公式 （12) 的直接计算给出 

3 2 lnKo，| 一 1 
""dCdC lc=o — K 2 ( z °) 


a 2 In K 

二 dz^dz v 


E 




{ EI 外 i 2 • E Ki 2 - E“E 峽 }， 


(15) 


d 


其中为书写简明起见,在右端记％ = 

号对/ X 是从1到 OO . 将$ = ( Wl ， …，％，… ） 和 V = «…，…）看成是希尔 

伯特序列空间 Z 2 中的点，于是 （15) 可以改写为 

⑶ -峰 


， 并且其中的取和记 




dC 
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其中（$,約为户中的内积，并由布尼亚科夫斯基-施瓦茨不等式，在花括号内的量 
是非负的.它只能在$二的情形取零值,其中 A G C 为某个数，同时，因为我们 

有|$| 2 = K ( z °) ^ 0,故 A / 0. 这时,对于任意函数 w e L %{ D ) 我们有 


d 


^(^°) = ^2 = x~^：(po i 


C=o 


特别地，对于函数 wz ) = 
而有 w ◦ z 

立的. □ 


) 由于区域 C 的有界性，它属于 L %( D ), 从 
| 2 C 并且最后面这个式子给出了 o = A | a ;| 2 , 它在 a ; # 0 时是不可能成 


0 


U ) 


注.定理4可被推广到某些无界的区域 D C C ' 这时要求 Ll { D ) 包含了所有 

的线性函数. 

伯格曼形式的正定性意味着函数 In K 为严格多重次调和的（第38目).因为由 
此也推导出 K 的多重次调和性,故从第39目的定理4得到了 


定理 5. 如果区域 DcC - 的伯格曼函数 K d 在靠近边缘时无限增大，则 D 为 


全纯域 


定义 2. 由在区域 D cC n 中的基本形式 （14) 定义的埃尔米特度量被称为伯 


格曼度量 


根据定理3知，这个度量在双全纯映射下 不变: 如果 b D ( z , w ) 为在此度量下点 
eD 之间的距离, 又 ， f : D — G = f ( D ) 为双全纯映射，则 


Z, W 


b D ( z , w ) = b G ( f ( z )， f ( w ))， 


(16) 


其中 k 为在区域 G 的伯格曼度量下的距离 


例题 (3). 对于多圆盘 C / = { N | < 1} C C -, 按公式⑼，伯格曼度量由下面的 


形式定义 


dz v dz v 

而对于球 S 二 {| z | < 1} C C 2 由公式 （10) 得到 


2 E 


2 


(17) 


ds 


2 


z v dz ^ dz v I 

(i-N 2 ) 2 r 


dz 


z 


E 


ds 2 = (n + 1) 


(18) 


2 




XI in 

度量（参看卷 I 第 11 目). 


当 n = l 时两个度量都同于在单位圆盘上的罗巴切夫斯基 


2 


其中 I 心 


2 
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我们看到，对于在单位球的伯格曼度量下与坐标原点的距离公式为 


6^(0, z ) = \/ V「+Tln 


(19) 




如果取（不失一般性 ）z = (% z n ), 它可由沿直线段对 （18) 的积分得到. 

最后我们要指出在单位多圆盘 U C C n 中的伯格曼度量下从点0到点 
{|^| } ••- Az n \} 的距离公式，即到一个具非负坐标的点（但这并不失一般性).可以证 
明连接点0和 z 的测地线是路径7 : [0, 1} — C 7, 其在4 (〃 二1， 

影点以匀速％沿该平面中（罗巴切夫斯基度量下的）测地线运动，即〜轴的线段: 

1 + Xy ( t ) 

x v ( t ) 


z 


) 平面上的投 


，n 


• • 


1 + 


In 


=In 


v 


1 




2 dx 


v v dt , 并由公式 （ I 7 ) 得到 


由此看出 


1 — xl(t) 


6"(0,之）=\/2 


dt 


2 


⑷) 


( 20 ) 


57. 卡拉泰奥多里度量 


在 C n 的有界区域中，也可在某些复流形中引进另一个在双全纯映射下不变的 

度量.这是由卡拉泰奥多里 （ Carathfedory ) 在1927年给出的.为了描述它,我们考 

虑集合外 M ， C /)， 它由复流形 M 到单位圆盘 U CC 的全纯映射构成，并且釆用下 


面的 


定义. 点凡9€1之间的卡 拉泰奥多里距 离是指 


( 1 ) 


pMp)^(q)) 


cm ( p , q )= 


sup 


其中 P 是单位圆盘中的罗巴切夫斯基 距离; 对于点 z , weU , 它等于 


1 — WZ z — W 


( 2 ) 


p ( z , w ) — In 


11 - 


z — w 


WZ 




(参看卷 I 的第 11 目) 


定理 1. 在任意复流形 Af 上均定义有函数 CM 并且是个半度量，即它非负，满 

足对称性 c M ( p , q ) = c M [ q ， p ) 和三角公理 c M ( p , q ) ^ c M ( p , r ) + c M (^ < z )- 
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证明. 首先证明对任意 p y q G M 上界 （1) 是有限的.按定义，存在序列 
0( M ， U ) 使得 — c M ( p , q ), 并且不失 一 般性可假定对所有 / x , ^{ q ) 

0 (附加上一个将 cp ^( q ) 变到0的圆盘的自同构).于是 

1 + 1 ^ {p) 1 

1 — \^{ v )\ 

因为， 有界，故由蒙泰尔定理（参看卷 I 的第39 目； 该定理的证明没有任何困难 
地可推广到流形上)，存在子序列 

如果 p 二常值，则因为 ^( q ) = 0故 p 三0,于是命题是平凡的，如果 p /常值，则 
由极大值原理存在点 〆 € M 使得 \( f ( p )\ < \ cp ( p f )\ ^ 1. 但是由此知 \ if ( p )\ < 1,并由 

⑶看出又有 c M ( p , q ) < 

另外， CAf 的非负和对称则是显然的，而对于三角不等式的证明，我们取上面所 
构造的那个满足 c M ( P , q ) = P < MMQ )) 的函数 P 由卡拉泰奥多里度量的定义有 
CA /( p , r ) ^ 〆 < 〆 />)， W ( O ) 和 ^ M ( r , g ) ^ p (( p ( r ), ip ( q )), 而按罗巴切夫斯基度量的三角 

不等式有 




(3) 


p«(p) ， 0) = In 


E 泛 ( M , [/) 在 Af 的复紧子集上一致收敛 




因此函数 C M 在任意复流形上都有定义. 


piAP )、^( q )) ^ pMp )^ ^( r )) + 咖 ( r ), 咖 )）• □ 


在 一 般情形， cm 只是一个半度量，这是因为 cm ( p , q ) 可以在 p ^ q 时取零值. 
譬如，如果 M 二 C n 或 C n \ N ， 其中 TV 为一个复流形（在这里的任意一个全纯映射 

ip : M — U 由刘维尔定理和关于有界全纯函数奇点可去性定理知其必为常值).对于 
所有紧复流形也有同样的情形出现（由极大原理). 

为了使卡拉泰奥多里半度量成为度量，即 CM ( p , q )-=0 仅当 V 二 q 时成立,显然， 
其充分必要条件是在 M 上的有界全纯函数分离 M 的点（即对不同的点 p ， qeM 存 
在 M 上有界的函数(/)，使得/ ^ p { q ))- 


例题 (1). 在球 B = {|4 < l } cC n 中，距离 

i + M 


⑷ 


Cjb( 0, z) = In 


与伯格曼度量下的距离只相差一个乘积因子（参看前一目).在多圆盘 C / = {||刈 < 
1} c c n 中卡拉泰奥多里距离 


1 + 1 : 1/1 
1 — \ z v\ 

…二1, • • • , n ) 则不同于伯格曼度量.由此例也可看出，一般来说，卡拉泰奥多里度量 
像伯格曼度量那样不是光滑的. 

利用对于 C - 齐次度量的施瓦茨引理（第9目定理 3) 容易证明公式 （4) 和 （5). 


(5) 


0/(0,刀) 


max 




定理2 (压缩性). 全纯映射 f : M — N 不增大卡拉泰奥多里度量 

CN{f(p)J(q)) ^ c M ( p , q ) 


⑹ 
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其中 p , qeM 为任意两点 


证明 . 设 4 U ) 满足 c N ( f ( p ), f ( q )) = p(^ o /(p),^o f(q)) (它的存在性 

已由定理 1 中的证明给出).于是0。/ e 寧, U )， 而因为在 U ) 中有另外的 
函数，故 


cm ( p , q ) ^ p (^ o /( p ),^ o /( g )). □ 


这个定理推广了被称做施瓦茨引理的不变形式，它可叙述为 

单位圆盘到自身的全纯变换不增大罗巴切夫斯距离： 


⑺ 


〆/(《)，/(—)< p{z,w). 

如果 ii ; = /( 切= 0,则⑺化为了通常的施瓦茨引理: 

1 + 1/(^)1 
1 - \ f ( z )\ 

我们指出定理2的一些简单推论 


1 + N 


，或者 \ f ( z )\ ^ | z | 


In 




推论 i . 卡拉泰奥多里度量对于双全纯映射不变 


证明. 只要对映射/和/― 1 应用定理2即可. □ 


推论 2. 如果 Af 和 7 V 为复流形，且 M C iV , 则对所有点 p ， qeM 有 


cn ( p , q ) ^ c M ( p , q ) 


( 8 ) 


证明. 只要对嵌入映射 i : AI — N 应用定理2;这个映射把每个点 p G M 相伴 
于同一个点 peiV . □ 


注. 在前一目中我们知道了伯格曼度量也在双全纯映射下不变.但不同于卡拉 
泰奥多里度量，它不具有 在全纯 映射下的压缩性质.事实上,我们考虑双圆盘 f / cC 2 
到自己的全纯映射/ : { zi , z 2 ) { Z \, Zi ). 由前 一 目对 


(Z! , 0) 的公式(20)，我们 


Z = 


有 


丄 

V 2 1-kL |， 

1 + | zi | 

我们最后注意到，卡拉泰奥多里度量像伯格曼度量一样，可以局部地定义.为此 
我们固定区域 DcC n 中一个点2, 一个切向量 r ^ T z ( D ) (第 w 目）并 

定义一个量 % 


〜7(0,之 ）= 


> bu (0, z ) 


bu(0J(z)) = In 


d^p 


^( z ^ v ) = 2 sup |^((^)| = 2 sup 


⑼ 


a 


dz v ， 
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其中上确界是对所有全纯映射 : D U , ( p ( z ) — 0的集合 ^ Z ( D , U ) 取的.另外，分 
段光滑的道路7 ： / -> M 的卡拉泰奥多里的长以积分定义为 


IMU 二 / 0(7 ⑴，7’⑷)成 


( 10 ) 


0 


而在点 z,w £ D 之间的距离 Cd { z , w ) 则作为在中连接这两个点的所有分段光滑 

路径的卡拉泰奥多里长度的下确界. 

根据前面的定义 


1 + |+)| 


c D ( z , w ) 


sup In 

^e z {Dm 


1 - I^HT 


而如果点 w 靠近; s ：， 则|^)|是个小的量，并在差一个高阶小的量下有 c D ( z , w ) 

2 sup \( f ( w )\. 如果点 w 沿着路径 7 趋向于使得 7(0) = ^,7 r (0) 

dt = 2 sup \ v (( f)\dt (参看第 26 目).因此，局部地两个卡拉泰 

奥多里长度的定义相同，但是在一般情形下,和 cd ( z , w ) 可能不同. 


则 cd(z,w) 


=V, 


dip 


的微分等于2 sup 


dv 


氺 1. 证明在量伞的定义⑼中条件 <^( z ) = 0可以去掉，即它自动满足.1提示：应用单变量 
的施瓦茨引理 .j 

2. 证明，对区域 D={zeC 

B = { zeC 2 

3. 解释为什么对 2 )中的区域量 CD (^， w ) 和 c D ( z , w ) 不同，其中 Z = (- 3 /4,0),而 

w = (3/4,0) •氺 

58. 小林 （ Kobayashi ) 度量 

在稍早一些的 1967 年，小林提出了对卡拉泰奥多里度量的 一 个变形，使它具有 

许多好处.小林的定义的基础不是 U ) 而是 & { U , M ), 即单位圆盘 C / 到流形 M 
的全纯映射的集合.（我们已经发现在此替换中的好处：例如，如果 M 为紧流形，则 
由极大值原理在其上的所有全纯函数为常数，就是说 ^( M , U ) 由常值映射组成，而 
与其同时 學 M 、 则包含了非常值的映射 .） 我们在此叙述小林的基本结果. 

我们固定两点 e M , 称从 p 到 <7的^上的一个链是指一组对象，它由 
个全纯盘 /h 6( C /， M ) 和 m 对点 g , Cj eU (j = l r - , m ) 组成，其中这些点偶满 

足 /'(CO = P ，/ m ( C ) = A 以及 f j ( Cj ) = P +1 ( Ci +1 )， 其中 J •二 1，. • 

定义. 两点之间的 小林距 离是指 


< 1 }, cd ( z , w ) 等于 cb ( z , 仏）在 D 上的限制，其中 


-< \z 


2 


<i} 


m 


1 ( 图 50) 


,771 — 


fc M ( p ，0 二 inf J >( C ;'， C ;')， 


⑴ 


3= 


其中 p 为单位圆盘中的罗巴切夫斯基距离,而下确界是取自所有 M 上从 p 到 g 的 

{ f j Xj , Cj } T=i (具有任意的链接数 


链 


CT 
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定理 1. 在任意复流形 M 上小林距离 fcM 具有半距离的性质 


证明 • 的非负性是显然的.为了证明对称性 k M (p,q) = k M {q,p), 我们与链 

同时再考虑另一个链就可以了，其中的这个链由^中以 m + 1 - j 替换替换 
Cj 得到.为证明三角不等式 


a 


kM ( PyQ ) ^ k M ( p , r ) + k M ( r , q ) 


只需在考虑从 p 到 r 的链 (/ 和从 r 到 9 的链 a 〃 的同时，再考虑它们的联合，即从 
p 到^的链 


(7 ： 


I ： (⑽二 E ⑹， c7) + E 啦 ， a 

G O f G n 

而因为也存在其他的从 P 到9的链，故 k M ( P ， q ) 不超过按链 〆 和 a 〃 的下确界的 
和. □ 


氺证明在小林距离的定义下，一般地不能把链换成单个的圆盘，即设 m = 1. 就是说，如果 

D = {z ^ C 2 : \ zi \ < 2 , \ z2 \ < 2, \ ziZ2 \ < e }, 并对点 z , it ; G 令 


inf {p(C’ ， C") : /(C’）= A /(O = 初}， 


fee ( u , D ) 


则当 £>0 充分小时,对点 z = (1,0),^ = (0,1) 和 0 = (0,0) 不满足三角不等式.1 提示: k ( z , 0 ) 

和 k ( w , 0) 当 e — 0时保持有界，而石 ( z ， 加） 一> oc .] 氺 


定理 2. 全纯映射 f : M — N 不增大小林距离 


( 2 ) 


fcM(/(P )，/ ⑷） < k M (p, q) 


证明 . 对任意全纯曲线 p €疗 ( C /， M ) 可以考虑曲线 foipe 紙 U 、 N \ 但是在 
N ) 中还有另外的曲线.因此在 （2) 的左端的下确界不超过右端的下确界 .口 


像前一目那样，由此得到 
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推论 1. 小林度量在双全纯映射下不变 


推论 2. 如果 M 和 iV 为复流形，且 M C 7 V ， 则 


kN[P ， q) 《 k M (p, q) 


对于单位圆盘，像我们曾考虑过的其他度量一样，小林度量等同于罗巴切夫度 
下面的两个定理着重显示出上面关于小林度量的好处.它们中的第一个断言，在 
流形 M 上的小林距离是在那些在单位圆盘到 M 的全纯映射下不增大的距离中最 


里 


大者 


定理 3. 如果 d 是 M 上的半度量使得 d(f(C% f(C)) ^ 〆 ('，（〃)， 其中/ : V 
M 为所有的全纯映射，则 d(p, q) ^ k M (P, q) 对所有 P.qeM 成立. 

证明.设 a = (/〃«)& 为 M 上从 p 到 g 的一个链.由 d 的三角不等式有 


— > 


d { p ， q ) ( 尸 ( C ;)， 尸 ( Cp ); 


还需从右端对 


由于户不增大距离，从而 d (户 ( C ;)， 户 ( C/)K PdO , 卜 h ….， 

M 上从；>到^的链取下确界即可 .口 


类似地可证明，卡拉泰奥多里距离 c M 是那些在 M 到 f / 中全纯映射下不增大 
的距离中的最大者. 

定理 4. 在任意复流形 M 上，卡拉泰奥多里距离不超过小林距离： 


(3) 


cm (p, q) ^ k M (p, q) 


{ f j , cXj } T = i 和从流形 m 到单位圆 


证明.我们取定两个点链 
盘 C / 的全纯映射由施瓦茨引理的不变形式（参看前一目）有 




(我们还用到了对罗巴切夫斯基度量的三角不等式以及 mi ) = p , f m ( cm 另 
外还要从右端对^取上确界，而从左端对^取下确界 .口 


小林度量也可有局部定义.固定复流形 M 的一个点 p 及切向量 r G T P (M), 并 

的所有 


考虑从圆盘％ = {|爿< i ?} 到流形 M 的满足法化条件/(0) = p ， 尸 (0) 

全纯映射 /. 我 们以少 m 表示使这种映射存在的圆盘的半径上确界的倒数 




( 4 ) 




sup{R : 3f e ^(U R ,M)J(0)=pJ f (0) = v} 
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利用 函数少 M ， 以一种标准的方式定义距离 


kM ( p , q ) = inf / ^ M { l { t )^ r { t )) dt , 


⑸ 


o 


其中的下确界是对所有分段光滑路径 7 :队1] 

伊登 （ H . Royden ) 曾证明 1】 ，对于任意复流形 M ， 这个半度量与小林半度量相同 

= k AI ( p , q ). 


M ，7(0) = p ，7( l ) = Q 取的.罗 


< 1}; 证明， ^ d ( p ^ v ) = ^ b ( p ， v ), 其中 


< 1 }，D = {('0, Z n ) 


氺设 B = {2： G C 

p G V — (^, 2 ： n ) 氺 


称复流形 M 为双曲的 2) 是说，如果对于它,其小林半度量 / CM 成为度量，即当 
时 k M ( p , q )^0. 根据定理4知，双曲流形的类比具有非平凡的卡拉泰奥多里 
度量的流形类更宽.在下一节中我们将考虑这些流形的基本性质. 


V 


§20. 双曲流形 


59. 双曲性的判别法 

我们考虑在流形和它的覆叠流形上的小林度量之间的关联. 


引理1 .设 M 为复流形， 7 T : M -> ilf 为它的一个全纯覆叠 3) ;于是对任意点 

eM 有 




kM ( p . q ) = inf k -( p , q ), 

其中对任意固定的菸 € TT ^ p ), 下确界是对所有 ix ~\ q ) 取的 


( 1 ) 


证明. 因为投射 tt 为全纯映射，故由其压缩性质（前一目定理 2) 知 k M ( P ， q ) ^ 
inf k ^( p , q ). 设与引理断言相反，存在£ > 0使得 

^) + ^ < inf k —( p y q ), 

{/ j «} r = i 在 M 上从 p 到&使得 


( 2 ) 


于是存在链 


Y^PiCpCj) < k M (p,q) 


(3) 


+ 


工)参看 H. L. Royden, Remarks on the Kobayashi metric^ Several Complex Variables. II (Proc. 
Internat. Conf” Univ. Maryland, College Park, MD ， 1970), Lecture Notes in Math” vol. 185, Springer, 
Berlin, 1971, pp. 125-137. 

2) 这个名词是由黎曼面理论提出的，在那里所谓的双曲型指的是双全纯等价于单位圆盘的曲面， 
而双全纯等价于复平面的被称做抛物型的.在双曲型曲面上的不变度量是利用罗巴切夫斯基度量 
引入的，它非 y 凡. 

3 ) 这表明 M 也是复流形且 7 T 为全纯映射（参看第 E 章). 
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我们以 — M 表示曲线 f : U — M 在覆叠 M 上的一个提升使得 
7 l { Ci ) = p , 其中的歹为一个固定点， ? +1 (c- + i) = 7 j (OJ = i,- 

1 ⑷，且; 

定义及不等式 （3), 我们有 


1.于是 

{/)«}& 为 M 上从 P 到9的链.由小林度量的 


， m — 


擊 




< k M (p, q) J \r£, 


J= 


这与 （2) 相矛盾. □ 


-Yiy G C y y > 0} 中的罗巴切夫斯基度量 

(参看卷I第11目）给出，而丑覆叠了去掉一点的单位圆盘 


例题 （1). 在上半平面丑= { 


X 


Z 




dzdz 


由公式 


2 


V 


1 dC 


代入 dz 


Inirr， 由 


= {0 < |C| < 1}, 其投射 C = ^( z ) 

引理 1 我们得出了去点圆盘的小林度量 


今及 y 


2niz 


e 




2 ni ( 


2 31 


dCdC 


2 


(4) 


ds 


u 


Cl 2 In 2 


0 时它趋于零 


我们发现，在此度量下圆 {|C| 二 r} 的长度等于 2 nf ln^, 而当 

定理 1. 复流形 M 为双曲的当且仅当它的全纯覆叠为双曲的. 


T —> 


证明 .a) 设 M 为双曲的，且 k ^( p , q ) = 0. 由引理于是有 k M (7 T ( p ),7 T ( q )) = 0, 
又由双曲性知 7r(p) 

及互为泛的小邻域使得 

{戶^墙^吏得 


(5); 以 P 记此点.设 B 二{〆 G M : kM { p \ p ) < 以 


B 为双全纯 2) .在 M 上我们取从 f 到 f 的链 


B 


a = 




(5) 


< £ 


3 = 


(我们有 fc# 汉刃二 o). ^ 〜 

在圆盘 [/ 内构造一段罗巴切夫斯基测地弧并考虑砑上的^路7 = 

( fHCKilr - J m (CC)) 5 而它们在 M 上的投影为7 = TT07. 因为映射 TTOPlU -^ 

m 是压缩的，故弧 7T ◦戶 (gij) 的 /e M - 长度不超过 p ( c 】, c 〗')， 由于（5)，这意味着道 

路7的 - 长度小于&因为道路7的起点为 P， 故由此得出7 C R 

但是道路今的起点戸属于瓦而 7T :互 —B 为双全纯映射，因而5 C 百.道路今 
的终点歹被投射到 P， 而在互中只1 一个点具有这样的投影，即点？.这表明汉 

于是我们证明了 A：i 是个度量，即 i 为抛物型的. 

W 这表明 7 TO/J =/ J , 参看第 E 章.像在第17目中那样可以证明曲线户的提升存在并由 P 的 
2 ) &这里 我们所用的事实是，小林度量诱导了 M 的拓扑（参看本章末尾的问题 14). 
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b ) 设 ill 为双曲的且 kj \ j ( p ^ q ) = 0. 我们取乒 G tt ~ 1 ( p )] 于是由引理，存在序列 

( q ) 使得 k —( q t / , p ) 0. 由抛物性，有‘—戸，从而 7 T (‘） — p •但 7 T (心）= q 


^ G 7T 

故9=仍因此 M 也为双曲型. □ 


例题. 

(2) 考虑挖去 p 个不同点的球面 C : 


1和2时，它的万有覆叠共形等价于 C , 而当 p > 2,其等价于单位圆盘 C /( 参 
看第21目).由定理1得到％为双曲型当且仅当 p > 2. 

我们还注意到，在中的卡拉泰奥多里度量对所有的 p 都是平凡的，这是因为 
任意全纯映射 f : D p — U 为常值映射，这可根据有界函数的奇点可去定理和刘维 
尔定理得到. 

(3) 设在 P 2 中给出了四条复直线 Z , (：/ 二1，…， 4), 它们处于一般位置,并设 
h 1^2, 6 = Z 3 n 〖4 为交点，而〖0为一条通过 a 和的复直线.则流形 M 

为双曲1 


当 


V = 


a — 


4 


p 2 \ u 


j=0 


4 


c 2 \UV 因 

为 Cl ， bGl 0 , 即为无穷远点，故 G 平行于〖2,而 z 3 平行于 Z 4 ( 在 C 2 中)，而为这些 
直线处于一般位置，故^不平行于 z 3 . 所以可以假设这些在 C 2 中的直线分别由方 
程;2^ = 0 ,Zi = 1,^2 = 0,^2 = 1给出.但是这样 一 来 M 便是两片相同的双曲流形 
C \{0,1} = C \{0, 1, 00 } 的乘积，从而也是双曲的.这后面的论断由容易证明的不等 
式推导出来. • 如果抓和 M 2 为复流形，而 p u qi G Ml , 仍 e M 2 则 


事实上，不失一般性可设沁为无穷远直线，从而 P 2 \/ 0 = C 2 , M 二 


max(fc Ml (Pi,gi),fcM 2 (P2,92)) ^ k Ml x m 2 ((Pi ? P 2 ) , (qi ,^ 2 )) 

《 4 - k M2 {V2 , q2) 


⑹ 


下面的结果是 P . Kiernan 得到的.设 M 为复流形 ，点 p G M,z = pi , … , z n ), 
⑼二 0 为 M 上在 p 点的邻域中的局部坐标， M = { p f e M : \ z { p f )\ < r }, B i = B ; 

又设％ = {| C | < (5}，％ = (7 为 C 上的 圆盘. 

引理 2 . 如果存在数 r 和 <5使得对满足/(0) e 的所有全纯映射 f:U — M 

有 f(Us) C B, 则对所有 g G M\B, 小林距离 k M (p,q)>0. 




2n+l 


\LK 


1 〉 P. Kiernan 得到这样的结果：流形 M = P n 


为双曲的，其中为处于一般位置的 


复超平面（参看 P. Kiernan, Hyperbolically Imbedded spaces and the big Picard theorem, Math. Ann 
204 (1973) ， no. 3, 203-209.) 
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证明. 设0 M \ B ， a = {/〗«皮1为 A / 上从 p 到 g 的链; 进行在 C / 中附 
加的罗巴切夫斯基运动，我们则可假定所有的 <；• 二 0. 我们必须证明，对所有这样的 

链，长度 


E p (0, C ；) 有一个正常数的下界 


如果在链 a 中存在点 g 拿 C 4/2, 则 M 彡 p (0^/2) >0,因此，只要考虑那些所 

W c ； G U 6/2 的链就可以了，我们记巧二 P { q ) -户 +1 (0);存在数 it 

e B r m G U 6 , 故引理的条件 

f l ( Ci ) =PieB, 于是仍 G B\B r . 我们选取常数 A >0 使得对所有 C e R /2, 罗巴切 

夫斯基距离 pu (0 X ) > Ap r/ , (0, C ) • 因为全纯地将 R 映到私故由小林 
度量的压缩性质和三角不等式有 


得 


^ B r mvii B r . 因为尸 (0) 


= Pl-l 


Pi 


， Pi-l 


Ep(0,C/) > ^ X Y1 k B (pj-i,Pj) ^ ^k B (p,Pi) 


由于 b 为度量，而仍 € B \ B r , 故右端的量以一个正数为下界，而且此数不依 
于链的选取 .口 

像以前那样，设 學 AI ) 为单位圆盘^到复流形 W 的全纯映射的集合. 


定理 2. 如果在诱导了 M 的拓扑的某个度量 d 下，集合 ^( U , M ) 为等度连续, 
则 M 为双曲流形.反之，如果71/为双曲流形，则 雖 M ) 在小林度量下为等度 


连续 


证明•设 零， M ) 在度量 d 下等度连续，以及 B d e ( p ) - { p f e M : d ( p \ p )< e }. 
对任意不同于 p 的点 q e M ， 像引理 2 那样我们选取以 p 为中心的局部坐标（使得 

q ^ B ), 并选取 £ > 0 使得 B ^ £ ( p ) C B , 由等度连续性，存在 6 > 0 使得对任意满 
足/(0) 6珣 ( p ) 的/ 6夕 ( C /， M )， 确实有 f ( U 6 ) C Bi ( p ) C B . 如果再取 r >0使得 

C B d e { p ), 则引理 2 的假设条件得到满足，因此 d M { v , q ) > 0. 我们便证明了 M 
双曲的/ 


B 


疋 


定理的第二个断言来自的事实是：全纯映射不增大小林度量. □ 


对于那些复流形 M ， 其上的族 ^( C /, M ) 对某个诱导了流形上拓扑的度量而言 
为等度连续的，在文献中被称做 胎紧的 ( tight ). 我们说复流形 M 具有 蒙泰尔性质是 
指，如果族 ^( C /, M ) 是正 规的， 就是说可以从任意序列广 G 0( U ， M ) 中提取出子序 

列/%它或者在 C / 的紧子集上一致收敛,或者紧发散（后一个概念意味着对任意紧 

集 K c C / 和 A " C A /， 存在允使得对所有 j 彡 j 0 有 f ^( K ) f ] I< f = 0 ). 在文献中 
称具有这些性质的流形为 套紧的 ( taut ). 

定理 3. 如果流形 M 具有蒙泰尔性质，则它是双曲的. 
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证明.如果 ilJ 不是双曲的，则存在不同的点 G M 使得 k M ( p , q ) = 0. m 

1/2, S = l/v- 按此引理，对任意自然数 〃 存在映射 r E 

M) 使得尸 (0) e B 1/2 , M r { U l/u ) (t B. 由序列{广}中显然挑不出那样的子 
序列，它在 C / 的紧子集上一致收敛，也没有紧收敛的子序列.因此, M 不具有蒙泰 

尔性质 .口 


这个定理的逆命题不成立.这可由某个定理推导 出来; 为了叙述它，我们需要下 


面的 


定义. 设 U 为闭圆盘，4 = {r < ㈤ 彡 1} 为其中的一个圆环.我们 

考虑 u 到复流形 m 全纯映射的任意序列{尸},并以 r \ Ar 表示 r 在圆环小上 
的限制，其中 r < 1. 我们说， M 满足圆盘条件是指如果 Tk ， 在小中一致收敛于 

映射/ G ^( A r , M ), 则可以得出 r 在！ 7 中一致收敛于某个映射 /e M ). 

圆盘条件是某种形式的复凸性质：由它可推出流形的伪凸性（这是第36 g 中连 
续性原理的推广). 


定理 4. 如果复流形 M 具有蒙泰尔性质,则它满足圆盘条件 


证明. 我们取单位圆盘17, 其中%圆环人 以及任意的序列 r G ^(C7, M ) 使 
得限制 ru ,.->/ e ^( A r , M ). 因为 p 广(人）是 m 的紧子集,故由序列 { ru ,} 

中不能挑出紧发散的子序.但是这样^土，按照蒙泰尔性质，由它中可挑出在 F 中 
一 致收敛于映射/ e ^(C7, M ) 的子序.因为 /U, = / (因为在 A r 上所有序列收敛 
于/)，则由唯一性定理 ，/不 依赖于序列的选取.但是由此便得出了结论:所有序列 
在 U 中有九— 7,从而满足了圆盘条件 •口 


例题 （4). 不是全纯域的 C " 中的有界区域是个双曲流形，但是不满足圆盘条件， 
从而不具有蒙泰尔性质，即定理3的逆定理不成立. 

称双曲流形 M 为完全双曲的是说，如果在它上面的任何在小林度量 fc M 下的 
有界集合均为紧集.对这样的流形，定理3的逆定理成立. 


定理 5. 完全双曲流形 Af 具蒙泰尔性质 


证明.因为 M 是双曲的，故由定理2知族 M ) 在度量 fcM 下等度连续. 
设从序列尸€ ^([/, M ) 中不能挑出紧发散的 序列. 于是存在集合 K 0 <^ U , K^M 

以及 {/"} 的子序列（我们仍以 {/"} 记它)，使得对所有^有 r ( K 0 ) f|^o ¥ 0.因 
此存在序列 c e k g ， 使得 r (o e 对所有 1/ 成立. 

设 K 为 U 中一个任意 紧集； 我们将证明，存在在小林度量下有界的集合 K f 
包含了所有 r ( K ). 不失一般性，可设 k d k 0; 由压缩性存在数私使得对所有 
c g kxo ^ K 0 和所有的 "有 fcMcno , 广 (Co)) 彡丑 i . 另一方面，对任意一个固定 
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的点 peM 存在数/? 2 ,使得 k M ( p ， Po ) ( R 2 , 其中 po 为柯中所有的点.于是对所 
^ CeK 和所有^有 


kM(r(o,p) ^ fc M (r(0,r(O) +“(广⑹， p ) 


^ Ri + JF?2 - 


故而，作为可取中心在 p 和半径馬+馬的小林球. 

我们已证明了序列 {/"} 不但等度连续，而且在度量 / cm 下一致有界.因为按所 
设的假设条件，任意在此度量下有界的集合为紧，故而完全像在卷I的第39目中对 
蒙泰尔定理的证明那样，我们得出结论说，从 (n 中可以挑出在 C/ 的紧子集上一 
致收敛的子序列.我们便证明了，族 釋、 M ) 为正规，即 M 具有蒙泰尔性质 .口 


结合定理4和定理5得到了 


定理 6. 任意完全双曲流形都满足圆盘条件 


特别地 ，C n 中任意的完全双曲流形的区域是全纯域 


氺 称在区域 DcC n 中 的卡拉泰奥多里度量 为完全 是说，如果在它上面任意（在此度量下) 
有界子集均为紧.设 D 是这样的 区域； 证明， a) D 为全纯域， b) 任意全纯映射/ : U \{ 0 } ^ D 
可以延拓为全纯映射17 — D.* 

最后我们来给出以曲率的语句表达的流形为双曲的条件.为了阐述它我们需要 
些定义.称复流形 M 为埃尔米特的是说，在它的切丛 r(M) = (J T P ( M ) 的纤维 

上给出了正埃尔米特形式，此形式局部地表示为 

h p ( u , v ) = ^2 hj k ( p ) dzj ( u ) dz k ( v ), h jk = h kj 




pGM 


⑺ 


同时对 M 上任意光滑的向量场和 v ( p ), h p ( u , v ), 光滑地依赖于 p. 如果对应于 
(7) 的微分形式 


E 


⑻ 




2 


为闭（即.= 0)，则称 M 为凯勒 (Kahler) 流形.也称⑺或⑻所定义的形式同样 

为凯勒的. 


例题 （5) .在 Cn 的区域中有限型的伯格曼度量是凯勒的，这是因为埃尔米特 


形式 


d 2 ln k 

dzj d¥ k 

dd c ln K 为闭.复射影空间 IP n 中的标准度量， 

dd c ln|H 2 定义，其中 


E 


dzj dzk 


ds 


为正定，而相应的微分形式 
即富比尼-施图迪度量也是凯勒的，这个度量由形式 


= ( 忉0,•••，<)为齐次坐标(参看第19目) 


§20 •双曲 
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埃尔米特流形 M 上两点的距离像通常那样给出.逐段光滑道路 7 : J — M 的 
长度由公式 


fh (t)d iD dt 


⑼ 


7 = 


0 


定义,其中 J 为区间 [0，1] ,而距离 d ( p ， q ) 作为在 M 上连接点 p 和 g 的逐段光滑路 
径长度的下确界.因为- p ( V , Y ) J 其中 P h , 故这个距离与度量 P 所 
定义的黎曼距离相同. 

设给出了埃尔米特流形 M 和全纯曲线7 : C / — M ， 其中 C 7 = {| C | < i ?} 为复平 
面上的圆盘.设心 G C 7 为7的非临界点，^ = z ( P ) 为 M 在点 po = 7 ( Co ) 的邻域中 
的局部坐标,于是度量 （7) 在 7 ([/)上诱导了在的邻域中的埃尔米特度量 

◦ 7(0 • IjiOWidCdC - ^(QdCdC 


( 10 ) 


j'k 


其中 H 7 (( 0 ) > 0.将 7( C 0 看作实二维曲面,我们则可以在点例计算它的高斯曲率， 


其公式 M 为 


d 2 In 

丑 7( Co ) acac 


2 


( 11 ) 


K^ipo ) 


Co 


在曲线 7 上参数的共形变换 C ( ㈣ 下，巧被乘以因子 ICMI 2 , 并且这同一个因 

转换为对 o ; 和 U 求导数中，所以 X 7 ( p 0 ) 对这样的变换不 


a 2 In 


子也出现在把 
变.我们称这个量 为曲线7在点 Po 的全纯曲率 


dCdC 


定义. 称埃尔米特流形 M 的 全纯曲率不超过常数 /c 是说对所有全纯曲线 7 : 
M 在所有非临界点心的曲率 i ^ 7 (7( Co )) ^ k . 

如果 M 为复一维流形（即全纯曲线),则曲率只与点 p 相关.特别，对于具罗 

，即丑 = ( l -| C |2)-2 并根据公式 


U 


dCd (: 


巴切夫斯基度量的单位圆盘有度量 ds 2 二 


_ (1 - ICI 2 ) 

(11) 得到 K = -4 为负常数. 对于 C ,其具有球面度量，从而 H = ( l-h K | 2 )- 2 ,尺三4 


2 


为正常数 


我们需要不变形式的施瓦茨引理的一个推广,按照它,对任意全纯映射/: u 
U , 从单位圆盘到自身，有 


d ( 


df 


( 12 ) 


i -|/( OI 2 " 1 - ICI 

(参看第57目的公式 （7), 在这里我们给出了它的一个不同形式).如果以心& 

表示单位圆盘的罗巴切夫斯基度量，另外， r { dsl ) 


2 


2 


2 


M/I 




为它 


2 


( i -|/( C ) l 2 ) 


2 


(1 - ICI 2 ) 


a 2 


tV , 其中 V 


1〕 显然，在 f ( U ) 上坐标 ^ = Re r ] = lm C 在点 po 邻域中是等距的，而 
为拉普拉斯算子，故而 （11) 与众所周知的公式相同. 






4 


80 C 
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在映射/下的原像(一般说来， f*{ds}j ) 只是 一 个半度量，这是因为 | d /| 2 = |/ / ( C)| 2 |^Cl 

在/的临界点取零值)，故 （12) 可改写为 r(dsl) ^ dsl ， 我们所谈及的这个推广是 
由阿尔福斯 ( Ahlfors ) 得到的. 


2 


引理（阿尔福斯) .设 M 为埃尔米特流形，其具度量 ds \ u 且其全纯曲率不超 
过负常数 -k. 于是对任意全纯映射在任意点 CGU 有 


4 


f*{ds 2 M ) ^ tA s u 


(13) 


k 


其中 f*(ds 2 M ) 为 ds 2 M 在映射/下的原像，而 d 碎为单位圆盘的罗巴切夫斯基度 


证明 •（13) 中的形式成比例： f*(ds 2 M ) = u(C)dsl， 其中 u^O 为在 U 中的光滑 
函数,从而我们需要证明在任意点 （G [/ 有 4/ A :. 我们取定一个点& G C 7, 任 

意数 r 满足 Kol < r < 1,并令喊二 r 2 \dC\ 2 /{r 2 - \C\ 2 ) 2 ,u r = f*(ds 2 M )/dsl， 因为当 

1时 u r (( 0 ) u (( 0 ), 故我们只要证明 u r (( 0 ) < 4/k 即可 • 

如果令 r(ds 2 M ) = H\d(：\ 2 , 则函数丑在圆盘仄= {|CK r } 中有界，而= 

时趋向于 OC , 因此，当 KI 


2 


r 


时 


H/H r 0,从而达到 


当 1 C 


u r = 


―> r 


— > r 


( r 2 _ |(|2) 

u r 内部的极大值.只要对极大点证明想要的这个不等式就可以了，故而我们可以假 


2 


定心为极大点. 

如果 U r {Co) = 0,则这个不等式平凡，如果 <&) > 0,则&为曲线/的非临界 
点，而因为有 r(ds 2 M ) = i /| dC | 2 , 故而根据公式（11)，曲线/在点 


/( Co ) 的曲 


Po 


率为 


2 d 2 ln H\ 

H (Co) d( ； 8C | Co 


K f(Po) 


^ _ k 


(我们利用了引理的假设条件).另一方面，因为在圆盘 C / 中的罗巴切夫斯基几何曲 

率等于 - 4,故 


2 a 2 In H r 


= 4,从而 


H r ( Co ) dcdc 


Co 


d 2 In 


a 2 ln H\ a 2 In Hr 

L 0 


kH(Co) 


u r 


2H r (Co) 






2 


dCdC 


Co 


Co 


但是由分析中的已知结果知道，在二元实函数的极大点，它的拉普拉斯算子非 
负，故而最后面的这个不等式的左端彡0，从而 kH(^o) - 4 i / r (( o ) 彡◦，而因为有 

丑 ( Co ) > 0, 故 u r (Co) - H(Co)/H r ((：o )^4/ k . □ 

我们己接近目标了 ：以曲率术语表达的流形的双曲性条件现在可以十分简单地 


得 到了. 

如果 M = [/， 而为罗巴切夫斯基度量，则可以取 k = 4 , 从而 （13) 变成为 （12) ， 这表明阿 

尔福斯引理实际上推广了在不变形式下的施瓦茨引理. 
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定理 7. —个全纯曲率不超过负常数的埃尔米特流形 Af 是双曲的 


证明. 由公式 （10) 和 （11) 看出，乘度量以适当的正常数，则可假定 A: = 
根据阿尔福斯引理，于是对单位圆盘 C/ 到 M 的任意全纯映射/,有 r ( ds 2 M ) ^ ds 
其中为罗巴切夫斯基度量.如果 d 为在度量下 AjT 上的距离，而 p 为罗巴 
切夫斯基距离，我们则有 d { f { a ) J ( b )) ^ p(a, b ) 对任意点 a,beU 成立. 因此，距离 

d 在全纯映射 U — M 下不增大，并根据第58目的定理3，对任意， p , qeM , 小林 

距离 k M { p , Q ) ^ d ( p , q ), 因为 d 是度量，故当 p 〆 g 时 d ( p , q ) BP k M ( p , Q ) ^ 0. 


4 


Lh 


60. 皮卡 ( Picard ) 定理的推广 

由双曲性的定义立即得出 


定理 1. 如果 AT 为具平凡小林度量的流形，而 M 为双曲流形，则任意全纯映 
射/ : AT — M 为常值. 


证明•设 p，g 为 7 V 的任意 两点： 因为/不增大距离，我们有 k N ( p y q ) 二0,故 

k M ( f ( p ) J ( q ))= 0 . 由 M 的双曲性得出/⑼二 f ( q ). □ 


特别地，任意全纯映射/ : C 
论断可以这样表达:双曲流形不包含整曲线.逆论断不成立 


1时，这个 


M 在 M 为双曲时为常值.当 


例题. 考虑流形 


M = {( 幻，之 2 ) G C 2 : H < 1 ， \ziz 2 \ < 1}\{(0 ， z 2 ) : |z 2 | > 1}; 


( 1 ) 


映射 h : ( z u z 2 ) ^ ( z uZl z 2 ) M 映到双圆盘 {Kl < l ,\ w 2 \ < 1}, 并且除去 

{q = 0} 外处处相互一一 . 对任意全纯映射/ : C — M， 由刘维尔定理(第5目)映射 
ho f = 常值，因此，或者/为常值，或者/ : C — M f ]{ z 1 = 0}. 但是后面的一个集合 

是圆盘 b G C •小 2 | < 1}，从而又有/ =常值.故 M 不含有整曲线. 

但是 M 并不是双曲流形.事实上，设 p = (0,6) G M , 6^0以及％ = (l/i/, b ) € 
M，p = 1，2, •.. ；我们有 k M ( 0 y p ) = lim /^(0，〜).映射 


/ ： C ^ [ a 乂卜、 


( iy , xATM)， 把单位圆盘 t/ = {|C| < 1} 变到 M ， 且 /( IK ) 


因 


其中 


= Vv 


=mm 


此由小林度量的定义，当 


时 


1/ oo 


I〜I + 1 


fcM(0，〜） 彡〆◦， 1/a^) = In 


0, 


\ a iy \ ~ 1 


从而 ^ m (0, p ) = 0 
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定理1可以看作是皮卡小定理的推广，后者断言 c 到 c 去掉两个点的全纯映 
射为常值（参看卷 I 的第44目).事实上，如我们已经看到的，去掉两个点的 C ， 或者 

去掉三个点的 C 是个双曲流形. 

我们现在来进行另一个推广.法图的例子（第11目）指出，不能指望到去掉任 

1时点 p =斜也可 


意多个点的 C ' 在 n 〉1时的全纯映射都能退化.但是当 
以被看作余维1的复集合即复“超平面”.因为 C 可以等同复射影直线 P ， 故皮卡 
小定理让我们有如此的 论述： 任意从 C 到去掉三个“超平面”的 P 的全纯映射为 
常值.以定理的这种叙述方式，我们可直接将其推广到流形情形： 


n = 


P n \{2 n + 1个处于一般位置超平面}为常值 


定理 2. 任意全纯 映射厂 C 

定理2由格林 ( Green ) 以一个有趣定理的推论得到，我们现在来描述它的证明 


想法 1 首先我们注意到经典的博雷尔 ( Borel ) 引理的推广：如果整函数化 
C (j = 0, …， n ) 恒等地满足关系式 


C 


9^(^) 


e 9o(z) + 


( 2 ) 


+ 6 


则在差函数 gj - gk (j 7 ^ k ) 中至少有一个为常数 • 

考虑&在通过原点0 e C m 的复直线上的限制，则此推广可被化到 

经典情形（卷 I 第 IV 章的问题 20): 对每条这样的直线 i 存在一对指标 { j , k),j ^ k 

使得（％ - 你)|«等于常值，它不依赖于 i (等于 9 j (0) - Pfe (0)). 因为直线〖有无穷 

多条，而偶对 ( j , k ) 只有有限个，故存在偶对 ( j , k ) 使得对直线〖的一个无穷集合有 

常数，而由唯一性定理可以最后 得到仍 - g k = 常数 • 

P n \ {n + 2 个不同超平面 } 下，像 /( C m ) 位于 P n 


1的 


引理. 在全纯映射 /:C 

的一个真线性子空间中. 


m 


— > 


^2 C ^ jk^k = 0 (j 


+ 2) 描 

述，另外映射/也以齐次坐标表示: / = (/(),••• ,/ n ). 我们有了 n + 2 个不取零的整 

n 

函数^ a jkfk 


证明.我们把那些去掉的平面以齐次方程 


1， 


，n 




_ 署 • 


，因此它们可以表示为 


> : ^jkfk 


(3) 


== 1，… ，几 + 2, 


, aj ri ) G C n +1 为线性相关，这是因为 


其中％: c 

它们有 n + 2 个，故而存在不全为零的使得 Xjdjk = 0 ( A : = 0,…， n ). 以九乘 


C 为整函数，向量=(巧 


0 ? 


72+2 


定理2也可以由定理1根据 Kierman 的结果得到，它已在第59目的例题3脚注中 引述： 流 
形 {2 n + 1个处一般位置的超平面}是双曲的.另外,这个定理实质上已包含在博雷尔 （ Borel ) 
在1898年的工作中. 
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n+2 

以这些式子并按 A : 相加，并考虑到 （3) 则得到了 E A ,6^ = 0,记 J 二 {j : A , # 0}; 

这个集合非空，并且最后面的那个恒等式可改写为 ^2 e 9i +ln A 

理存在 h , j 2, GJ , h 爹 j 2 使得仍 
于是得到 


- 0. 根据博雷尔引 


3^J 


常数,从而 e 夂 


e c e 9 j 2 m 由⑻我们 


~9 i 


E (〜 


% 2 fc ) fk = 0, 


(4) 


— e 


同时不是所有括号内都等于零，这是因为已去掉的不同平面.我们得到了九间的非 
平凡的线性关系 .口 


IP n \ { n ^- k 个处于一般位置的超平面 } 


定理 3 (格林). 在全纯映射/ : C 

下，像 f ( C m ) 位于 IT 的一个线性子空间中，其维数等于 n // c 的整数部分 


证明. 我们来解释在^ = 3这种特殊情形下的证明思想.在这里的定理可化成 


两个命题 


a ) 如果 fc 二2,即/避开了 5个处于一般位置的超平面 

属于一条复直线 ([3/2] = 1). 

b ) 如果= 4, BP /避开了 7个处于一般位置的超平面 历… ，丑 7 ,则/ 

值 （[3/4] = 0 ”)• 

a ) 的证明. 由 （n = 3时的） 引 理得到 /( C m ) 位于复二维的平面 II 中 （ P 3 中的 

超平面).我们要证明，那些缺失的平面 与 T 1 交于至少四条复直线.因为处 
于一般位置，故它们中没有三个交于一条直线，没有四个交于一点 . 丑』与 n 交于三 
条直线的情形只可能发生在 n 包含了两对的交线的情形（图 51). 设其中的一 

对为历和丑 2 , 交线为 h = H 1 f ] H 2 , 第二对中则不可能是私或丑 2 ,这是因为这 

样一来两对平面的公共平面就会与 n 重合，而因为 n 包含了 /(c m ), 这是不可能的. 
设第二对平面为 h 3 ， h 4 以及 ^ 3 fi ^4 = / 2 ；于是直线 G 和 z 2 有公共交点（因为它 
们在射影平面 n 中)，因为这个点是四个的交点，这也是不可能的. 


，咏，于是 f ( c m ) 




图51 


，情形 fc = 3较 a ) 更弱，此时 [3/3] = 1，而 


D 在 fc = 1的情形断言是平凡的，这是因为 [ n / k ] 

k > 4 的情形弱于 b ), 这里 [3/ fc ] = 0. 
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因此,/将 C m 映到去掉四条不同直线的平面 n = P 2 中.根据同一引理 (n = 2 

的情形）我们最后得到: /( C -) 位于复射影曲线中. 

b ) 的证明. 由断言 a ) 知， f ( C m ) 属于复射影直线 L . 这条直线与缺失的那些超 
平面％的交不少于三个点.事实上，最小的交点数发生在 L 通过两组三个的 

交点时；设 

组中).剩下的另一个平面丹 7 ,由于处于一般位置的假定，交 L 于不同于 a 和 fc 的 

点（图 52). 


丑 ifl 尺 2 fl 丑 3 ，fc = H 4 f ] H 5 f ] H d (不可能有一个平面在不同的三元 


图52 


现在可以对/在任意复直线/ c 的限制应用关于单变函数的皮卡定理 : /Iz 

映 f 到去掉了三个点的直线 L 中，从而为常值.但这便有/ =常值 .口 


在 n 为任意的情形，证明所依据的是同一个思路，但是要求具有组合特性的更 

多的讨论 1 \定理2是定理3的特殊情形：如果去掉超平面的个数等于 2 n + 1个， 
则 fc = ?! + 1，则 [ n / A :] = 0 ,从而 f = 常值. 

转向对皮卡大定理的推广，对单变函数的这个定理可以叙述为：去掉一个点的 
圆盘 C 7* = {0 < | C | < 1} 到去掉三个点的闭平面 P 的任意全纯映射可延拓为圆盘 U 
到 IP 的全纯映射 2) . 与皮卡小定理不同，大定理不能推广到任意双曲流形上. 


例题.流形 


1,0 < |^| < l ,| z 2 | < \ e 1/zi \] 


M = {[之0,之1，之 2] G P 2 


Zo 




为双曲的，这是因为映射 (hzuz 2 ) ^ (Z 1 ,z 2 e~ 1 ^) 双全纯地把它变换为双曲流形 

U , xU . 但是以公式 /( C ) = [1， C ， ^ e 1 ^] 定义的映射 f : U * — M 却不能全纯地延拓 
到 f / 上. 


工)参看 M . Green , Holomorphic maps into complex projective space omitting hyperplanes , Trans 


Amer. Math . Soc . 169 (1972)，89-103. 

2) 这个叙述等价于卷 I 的第 44 目中的，这是因为如果/被延拓为从到 P 的全纯映射，则 
C = 0 是个可去奇点或者极点，而不可能是/的本性奇点. 
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但是成立 


定理 4 ( 克瓦克 (Kwack)). 如果 A/ 为双曲流形，则全纯映射/ : C7* — A/ 或 

者可延拓到[/，或者它在点 C ^ 0的极限集中不包含 M 中的点. 


证明.假设/在点 c 二0的极限集包含了点 po G M ， 即存在 C 4 中的点序 

Cp — 0使其 /(O 

它可描述为 {p e M : \ z ( p )\ < e }, 又记 W = {p e M : \ z ( p )\ < e /2 }; 设 rv 二 | G |， 以 

R = {|CI — r i ^}- 因为 /(7 i /) 的小林直径 
性)，故当 u ^ u Q 时有/(7^) C W , 同时不失一般性可设 


以 V 表示 Po 的邻域，在 M 上以你为中心的局部坐标下 


Po 


(由于在第59目开头的例题和压缩 

1以及％递降地趋向 


Po 


— > 


于零 


只要证明可连续地延拓/到点 C -0 即可，即对充分小的(5，{0 < ICI <蚪的像 
属于如果只有有限个圆环 K +1 < Id < r v ) 的像超出 w 之外，则一切都证好 
了；如果设这样的圆环有无穷多个，我们则要导出矛盾.过渡到子序列，我们便可假 
定所有这些像超出 w 之外. 

{ a v < | C | < Pv } 记满足 

者，而以 / = {ICI = Pv},lv = (ICI = 

是 W 中).因为/(7纟）和 fill ：) 的直径趋向于零（参看第59目引理1后面的例子), 
故而如有必要可过渡到子序列上，从而假定 f (乂）— P ，， f ( Hp , f . 点 V 1 , V n ^ 9 W 
从而不同于 PG ; 不失 一 般性,可以认为 2 ： 1 ( 〆 ）和 Z \( p ff ) 不同于 Zi ( po ) = 0( zi ( p ) 表示 
z ( p ) 的第 一 个坐标 )• 


< r v <(3 v R f{A v ) C W 的圆环中的最大 

} 为边界的圆（它们的像包含在兩中而不 


以 A 


在集合 r i ( w ) ±,映射/在局部坐标下表示为形式 （ a ，… ，/ n )， 特别地，对 

C . 在^充分大时，像 h { lv ) 落在 q = 0的 


所有 V 定义了全纯映射 A : 4 
一个邻域中，它不与点和 Zi ( p n ) 的邻域相交，后面的这两个邻域各自包含了 

八(7纟）和 / i (7")- 这两个集合的并构成了 / i ( a ^), 而由卷 I 第35目的保持区域原理 
知，在映射 A 下，人的内点不可能变到收(九）中，即 dh{Av) c f(dA v ). 另一方 
面， fMv) 为有界区域并包含了 fM, 而在我们的有界区域的条件中，却不存在其 
边缘属于并集并且包含了八^)的/1(人)，这引出了矛盾 •口 


特别地，当 M 二 P \{3 个点}时由定理4得到了对单变的皮卡大定理.事实上，在 
这种情形下作为连通的极限集必定化为去掉的那些点中的一个，从而/连续地延拓 
到点 C = o . 

如果 M 为紧双曲流形，则任意全纯映射 /：[/*-> A/ 延拓为 紙 U , M ) 中的映 
射，这是因为在这里定理4的第二种可能性不可能出现. 

最后我们来描述不久前由格里菲思 （ P . Griffiths) 提出的基于里奇 (Ricci) 曲率 
的方法.为了定义 后者， 我们称一个双阶 （ n ， n) 形式为 n 维复流形 M 的欧几里得体 
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积形式是说它在局部坐标 Z •..，〜）下具有形式 


% - dz k A dz k 


(5) 


$ = 


(这里的乘积符号是外积，引入的因子 | 是为了使此形式为实的).正如熟知的，所有 

在流形上最高次的形式相互成比例（参看第14目)，而 M 上那 些与少 相差一个正 
因子的 （ n ， n )- 形式，即形式 


( 6 ) 


Q , — A 少 ， A > 0 


被称做正的.每个光滑的正形式^都被称做流形 M 的体积形式， 而双阶为 (1,1) 的 


形式 


⑺ 


Ric Q — dd c In A 


被称做它 的里奇形式. 

因为在全纯的坐标变换下，形式屯从而系数 A 被乘上了全纯函数 J /0 (即变 
换的雅可比）的模的平方，而 dd c ln | J | 2 = 0,故而里奇形式在 M 上有整体的定义并 
不依赖于局部坐标的选取.如果 Ricf ] 对应于正定的埃尔米特形式，则称具体积形式 

Q 的流形 M 具有 负里奇曲率. 


例题. 

(1) 对于具度量办 2 = Hdzdz 的复 一 维埃尔米特流形，其体积元 D = ^ HdzAdz , 

dz A dz . 对应的 


i_d^ lnff 

2 dzdz 


dz Adz . 故而在这种情形中 A = E ， 而 Ric n 


而伞 


2 


埃尔米特形式为正定当且仅当度量办 2 的高斯曲率为负（参看第59目的公式（11))， 
这证实了最后面的那个定义的合理性. 


(2) 在 C 中的多圆盘{||刈< i ?} 的罗巴切夫斯基度量被定义为埃尔米特形式 


2 


R 2 \ dz k 


心 2 二 E 


(差一个因子等于伯格曼度量,参看第56目).对应于它的体 


( R 2 - \ zk \ 2 ) 2 


iR 2 dzk A dzk ⑴ 71 

2( R 2 -\ z k \ 2 ) 2 二 


积形式为^ = J | 

k=l 

计算表明里奇形式为 


，其中0；为对应于办 2 的微分形式，而初等的 


⑻ 


Ric = 2 lj 


这个度量的里奇曲率因而为负. 

在去掉一点的圆盘 C 7* = {0 < | z | < 1} 中，小林度量办 


dz 


(参看第 


^ | 2 In 2 l /\ z \ 

59目公式（4))，对于对应的形式 u ; 我们也有 Ric = 2 cj . 因而在这个同 一 的度量下， 
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!_■ 

Ill 


mi 


对于部分去点多圆盘 c/f X U n ~ m 的体积形式有 


idzk A dzk 

2| 办 I 


idzk A dzk 

2(1 —I 办 I 2 ) 


心 n 


n 


⑼ 


A 


n z k 


m+1 


并像前面那样,对它有 Ric Q = 2 cj . 

(3) 我们来计算 P n 中富比尼-施图迪度量的体积 公式. 在区域 C / 0 = {M € 

/0}中以 Zj = Wj / w 0 (j = 1，… •， n ) 为局部坐标,这时富比尼-施图迪形式 

1 + bl 2 (参看第19目)，它可以重写为 


jpn 


W 0 


dd c In p ， 其中 


P = 


( P^P - A dp ) 


2 


P 


不难看出， = n! 屯其中 O 为欧几里得体积形式 （ 5 )， 并且当 


其中 (f = dd 

A; > 1 时 （ 0p A dp) k - 0 (所有的幂表示外积幂).故所考虑的度量的体积形式为 


_ 


n!^> n!|C| 2 ^ 

p ^ 1 p 71 ^ 1 


idp A dp 




Q = lj 


2 p 2 


p n 


P 


由此看出 


( 10 ) 


(n + 1) cj ， 


Ric —— 


这个富比尼-施图迪度量的里奇曲率为正 


我们注意到，在对度量乘以正常数时，形式^也乘上了它，而 Ric o ; 并不改变 
故如果我们想要的话则可以假定在例 （2) 中有 Ric D 

(Ric n) n = n. 

在例题⑶中我们知道了对于 IT 的标准度量，其里奇曲率为正，而很快就会清 
楚，我们的目标是要得到具负曲率的流形.我们现在来证明，从 IT 中去掉有限个代 
数超平面就可以做到. 

以 A 记『中余维1的子流形，其由方程 Pj ( w ) = 0定义，其中乃为次数为 
Sj = deg Pj 的齐次多项式.我们假定这些2^相交于一般位置，就是说在每个交点 

k 

的邻域中具有那样的局部坐标，在此坐标下 U 局部地由方程 z ^- z ^ oj^k 


或者 


( 11 ) 


给出 


l]deg Pj 彡 


+ 2,则在流形 iW 二 


定理 5. 如果在上面所叙述的条件下， 


n 


P n \ |J Dj 上存在具负里奇曲率的体积形式并使得 


(Ric Q) n ^ S 1 1 ) 

这个不等式表示差 （Ric DD 是 M 上的非负形式（它具有极大次数) 


(12) 



V 章几何理论的一些问题 


302 


证明 • 记 


2 


10)1 


(13) 


,k 


° 3 ~ C 3 


2 s ； 


\ w j \ 2 ^ s 3 


其中 > 0 为常数， 


deg Pj ; 这是 C °°{ F ) n 类中的函数，并在 

dd c \n\w\ 2 为富比尼-施图迪形式. 


2 


k=0 


Dj 上为零而在的补集上为正.又设 


^0 = 


于是 


k 


^ = uj oY [ 


(14) 


In 2 


r=i ^ 


^3 


为 M 上的体积形式，而其里奇形式为 


k 


k 


Y^dd c In In 2 g 3 . 


Ric ul~Y^dd c In 


(15) 


Ric Cl 


(7 n 一 




Sj dd c In 1 2 ： 1 2 ; 因为 


我们有 Ric 

dd c In \Pj \ 2 = 0, 故 一 dd c ln Cj 


(n + 1) cj 0 (例题 （3))， 而 dd c In Gj 

进而有 






SjUJQ. 




dd c \n Gj i din Gj A 9In Gj 

(In (Jj ) 2 


dd c \n In 






In 


2 


G 3 


并且当在 （15) 中代入所有这些表达式，我们便有了 


k 


k 


k 


d In Gj A 9 In <r 7 

(In q) 2 


2 s ) 


z 


X>-(n + 1 )+ X ； 


(16) 


Ric Q = 


In Gj 


k 


按照假定有 y^Sj - (n + 1) ^ 1, 而如果选取 （13) 中的 q 充分小，贝 ！ J 


可以被 


In Gj 


做成具有任意小模的 IT 中的连续函数，因此可以假定在方括号中的这个系数不小 
于 1/2. 像我们所了解的，形式吻为正，并且 （16) 中的第二个形式非负，那么对应 


k 


2 


|91n Gj 
(In 巧 ) 2 ’ 


2 E 


于它的埃尔米特形式等于 

正性已得证. 

为了证明第二个论断，我们在的任一个交点的邻域中选取以此点为中心的 
局部坐标，使在此坐标下= 0}. 于是 In 々=% + ln | G | 2 , 其中的％为光 
滑函数，又 


这是因为 In 力为实函数.这样 , Ric 的 


d(j A dC^j dQ A daj daj A dQ 


4 - daj A daj 


Sin Gj A 9 In <7 j = 


2 


101 


0 


0 


dQ A dCj 4 - 


2 


101 


形 
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其中办 为光滑 (1,1) -形式,它在 （ = 0时为 0. 我们约定以 c 表示一些不必完全一 

样的正常数.再利用吻彡 


^ ^ dQj A d(^j , 由 （ 1C ) 便得到 


C 一 


d(i A c?Ci A . • • A dQ n A dQ n 4 - c 1 ^ 

n 101 2 In 2 10 


G 


(Ric Q) n 彡 


c 


其中的少为具有光滑系数的形式，当 （ = 0时它等于零.由此在点 c-o 的充分小 

的邻域中可得到 （Ric .在 [ JDj 中那些不是全部 Dj 的相交点而还是 

M 中的点的充分小的邻域中成立同样的不等式.利用 P n 的紧性可断定在 M 处有 

(Ric Q) n ^ cQ . 最后以出替换 D 便得到了 (12). □ 


里奇曲率方法的应用基于后面的这个引理,它是阿尔福斯引理的直接推广. 

引理（格里菲思). 设 M 为 n 维复流形，其体积形式为 D M ， 它的里奇曲率为 
负并满足条件（12)，而 C 7 = PII < 1} 为多圆盘.于是，对任意点2 G C 7 有 


(17) 




其中为多圆盘的体积形式，并被法化使得 （Ric n v ) n = Q v 


( z ) Qu ^ 像在那里 

样（过渡到更小的多圆盘)，我们知道只要考虑当 U 在内点 z 0 GU 达到极大值 

的情形就可以了.在此点，0 > dd c In 

Ric r ( n M ). 因为这两个形式都为非负,故把这个不等式提高到 n 次外幂,我们得到 
了 （Ric n v ) n ^ (Ric /* ⑴ A /)) n , 并且利用引理的假设条件，由其知 （Ric n v ) n = Qu , 
而 （Ric f *{ Q M )) n ^ ro ^ M ), 我们从而得到 在点/ 的不等式 D 
(^°) < 1,而 因为# 为极大点,所以在 C / 处有 <1. □ 


证明. 其证明类同于阿尔福斯引理的证明.令 tpm ) 




Ric — Ric 艮 fl Ric 


u 




r ( n M y 故 


u 


u 


我们还注意到以这种考虑方法能得到的另一个结果，即兰道 ( Landau ) 的一个经 

典定理 2) 的高维推广.记 U R = { CeC n ： IICII < R } 并记[/为单位多圆盘.设 

iR 2 d(^k A dOc 

2(i? 2 - iai 2 ) 2 


n 


(18) 




=c 


R 


k=l 


为体积形式，对其法化使得 （Ric n UR ) n = n UH ； 像我们在例题⑵中看到的那样，常 

数 C 不依赖于凡 


1》 在的点上该不等式平凡地满足，因为它的两端都为0 


2 )例如，参考 I . I . Privalov , Introduction to the theory of functions of a complex variable ^ 13 th 


Nauka ” ， Moscow , 1984, p . 262. (普里瓦洛夫《复变函数论导引》，有中译本) 


ed ” 
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定理6.设 M 为具有体积形式的 n 维复流形,其满足格里菲思引理的假 
定，又设/ : % — M 为全纯映射，使得/(0) 二 p 以及 | J /(0)| ^ 1,其中心⑼ 二 

⑼为 f 的雅可比，它是在 p 点的邻域中所实现的 M 的局部坐标下计算 

的.于是多圆盘的半径有一个不依赖映射/的 上界： 


dfj 


det 


dCk 


R ^ R{p) 


(19) 


n 备办八‘，则 

^( q ) ^ tm n 


H ( P ) n 

A:=l 

n - 

rn M ( o ) = H ( p ) l [ l - df k A df k = 丑⑼ I 心(0)| 


证明.因为 M ( p ) 


八板 ，而 Qu ( 0 ) 


( 20 ) 


(我们考虑了 | J /(0)| > 1). 格里菲思引理给出了不等式 /* fi M (0) ^ i \/ R (0)， 而由 （18) 

故而我们有不等式^ ® fic /(0), 由此便得到了论 


^ c /(0) 


看出 ^ tu R (0) 

断 •口 


R 2 


R 2n 


显见，如果映射 f ' U R — M 非退化，即存在点 f G %使 J /( C °) ^ 0,则用变 
C 的分式线性变换和参量2的线性变换可以得到一个映射，使得 | J /(0)| > 1.因 
此定理6给出了下面的推论. 

推论.如果 n 维复流形 M 具有满足格里菲思引理的假设条件的体积形式，则 
任意全纯映射/ : C 

(事实上,如果/非退化，则不失一般性可设 | J /(0)| ^ 1,于是由定理6, /全纯 
的多圆盘半径有限 .：） 

这个推论也是皮卡小定理的一个推广.根据定理5流形 M - P - \ (J Dj 满足 

格里菲思条件，其中的流形相交于一般位置，而 A 次数的和不小¥ n + 2.如 
果 R 是平面,我们便得到了格林引理的特殊情形（参看定理3上面的 引理; 在那里 
Cn 和 M 的维数不必相同.而只要求超平面互不相同).但是这个结果在下面的意义 

下更广，即代替超平面可以考虑代数流形. 

格林（定理 2) 的下一个结果表明，如果从 IT 中去掉更多的超平面（即处于一般 

位置的 2 n + l 个超平面)，则映射/退化为常值映射.希望可以在选取充分高次的代 

数流形时能得到同样的结果,但是这个希望并不合理，这由 Kiernan 给出的下面的例 
子所指出. 


里 


M 退化 


例题 （4). 考虑在 P 2 ri 中的超曲面 A ， 它在齐次坐标下由方程;^ + ... +么= 0 

IP 2n \ 这个映射可以 


给出.对任意 p ^ n 存在非常值的全纯映射/ : C 


§21. 边界性 


305 


如此构造：我们以仿射方程1 + (f + 

(Zl.SiZi, 

^ 二1， 故而 /( C -) 属于超平面 Cf + • • • + ^ = 0 


+ Cfn = 0给出 A ， 并令 f(zi^ ♦ • • , Z n ) = 
, z ni e n z n ), 其中勺为根 V ^ I . 对任意 2 我们有 1 + - I - e \ z \ + • • • + ^ 4- 


_ ♦嗛 


在这方面的进 一 步结果参看作者的书 Distribution of values of holomorphic map - 

“Nauka” ， Moscow ， 1982; 英译本， TVansl. Math. Monographs ， vol. 61, Amer. 


pmgs. 

Math. Soc. ， Providence, RI, 1985. 


§21. 边界性质 


在这里我们将考虑许多与函数和映射相关的边界性质：在这些性质中边界的分 
布特性与空间复结构之关联展示得特别清楚.我们首先研究严格伪凸域的逆紧映射 
的边界性态,然后再描述向量场在边界上的结构以及这个结构对函数性质的影响.主 
要关注的是在近年来由莫斯科大学所取得的成果. 


61. 严格伪凸域的映射 

这里所考虑的问题中，在单纯的伪凸域和严格伪凸域之间有着实质性的区别，后 
者即在的有界区域，其定义函数^在区域边界的邻域中为 C 2 - 光滑，而在这个 
边界上有/ 0,而且莱维形式 H Z M 严格正定（参看第39目). 

这种区别譬如出现在考虑逆紧的全纯映射中.例如， C 71 中区域间全纯映射/ : 
D — G 被称做逆紧是说，对任意集合 K 叵 G 有 f -^ K ) ^ D . 显然，这样的映射是 
满的，而如果它被连续地延拓到万,则把 3 D 映到在 3 G 中.因为 G 中点的原像是 D 

中的紧解析集，故它们全都为有限.由在第55目中所引述的雷默特定理知道，奇点 
ME = {zgD: J f ( z ) = 0} 在该映射的像是 G 中的解析集，从而不能分离 G . 由此 

得知,对任意点 w G G \ f [ E ), 原像的个数为有限并都相同，这是因为这个数 
是在 G \ f ( E ) 上的整值连续函数.对于点 m G f ( E )， 其原像的点数减少了，这是由于 
它们中有一些点叠合了，从而 f ( E ) 起了分支点集的作用，那么整个映射/ : D 

便是一个分歧覆叠（参照第55目). 

多圆盘(伪凸域）可以逆紧和全纯地映到自己而不是个双全纯，例如映射 

2 ^ (4 11 ,…其中的叫为任意整正数.倒回去一些时间，曾出现过一个有 
趣的猜想，说当 n > 1时对于球以（严格伪凸域)，这样的映射不会存在. 

不久前， H . 阿历克山大 ( Alexander ^ 证明了这个猜想，他利用了严格伪凸域的 
逆紧映射的某种一般性质.我们在这里来介绍平丘克 （ S . I. Pinchuk) 2 ) 关于这个问 
题的结果.我们需要 


G 


Alexander, Proper holomorphic mappings in C n ，Indiana Univ. Math. J. 26 (1977) ， 137 - 146 
2 )S. L Pinchuk, Proper holomorphic maps of strictly pseudoconvex domains, Sibirsk. Mat- Z 

15 (1974) ， 909-917; 英译本 ， Siberian Math. J. 15 (1974) ， 644-649. 
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弓 I 理.如果函数^在区域 D GC n 中为负且多重次调和，并具有 C 2 类的边缘， 

则存在常数 k >0 使得对所有2 e D 有 


卜⑷ | > kS(zj dD ), 


(i) 


其中 <5为欧几里得距离 


1 (对于次调和函数）这个性质由克尔德什 （ M . V . Keldysh ) 和拉夫连季 

耶夫 （ M. A. Lavrentiev) 建立；对任意 n 和在更一 * 般情形由辛姆琴科 （ B. N. Khim- 

chenko ) 证明； 我们不打算给出证明1我们还注意到另一个方向的估值 \ u ( z )\ ^ 
KS ( z ,0 D ) 对于任意 C l ( D ) 类的在边缘上为零的函数成立 • 

平丘克的第一个结果是 

定理 1. 设 D 和 G 为 C n (n > 1) 中的严格伪凸域，而/ : D — G 为逆紧的全 
纯映射.如果/被延拓为 D 的 C 1 类映射，则它为局部双全纯. 


当 


证明. 如果/不是局部双全纯的，则雅可比 J f ( z ) 在某个非空解析集 ECD 
为零,又由紧奇点的定理（第31目）有 E (] dD ^0 (如若不然，全纯函数 l / J f ( z ) 将 

会在 D 中有一个紧奇集而不分离 D ). 设点 
邻域用严格多重次调和函数给出 ： D = W ( z ) <0 },G = Ww ) < 0} 另外,不失一般 
性可以设 


f ( z °) = 0. 又设该两区域在原点的 


0 _ 


+. I 2 )， 

+ o(H 2 ) 


2 


ip(z) = Re 4- 


z 


( 2 ) 


2 


^( z ) = Re w n + 


w 


(参看第 n 章问题 2 i ). 

因为映射/在 d 中全纯并属于 c 1 (万）类，故它的坐标有形如下面的展式 




(3) 


" =1， 


攀 • 


其中 9 为常数,％ G 0( D ) nc 1 向， K ( z )\ = o (\ z \). 考虑函数 U = ^ofe C ^ D ); 

因为映射 / 为逆紧，故 


0 , 而因为在点 z ， dD 的实切平面由方程 x n ^0 给出， 


U\dD 二 


故 


du 


+o(|2：|) 


U ( Z ) 


dx 


n 10 


将 ⑶和⑺ 代入,我们得到 

n n 

Ei/^)i 2 +.i 2 )， 


”参看 B. N. Khimchenko. The behavior of a super harm onic function 


the boundary of a 

domain of type A^\ DifferentsiaKnye Uravneniya 5 (1969) ， 1845-1853; 英译本 ， Differential Equations 


near 


(1969)，1371-1378 
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并将这个展式与前一个相比较，于是我们得到 a ni/ 二 0,其中〃 二1， 

为实数.最后面这个展式因而具有下面的 形式： 


1，以及 


，n - 


• • • 


a 


nn 


+ Rea n (z) + ^|/^)| 2 + o(M 2 ) 


(4) 


u ( z ) 






- 1 


显然函数 w 满足了引理的条件，由此得到 a nn ^ 0 


1给出的 


因为我们有 J /( o ) - 0 ,故由此得到由矩阵其中= 1 ， 

线性映射 M : C 11 - 1 C n ~ l 为退化的论断.因此存在复直线 G C n - S 使得 r A ^ l ) = 

}, 其中 t 为实数.限制 Re a n \^ 是在 


,n — 


■ • 


0. 考虑复直线 / T = {z G : 4 G 

开集 / T AD 上的调和函数，而由于 （ 2) 和 （ 4), 在这个集合的边界上，即;^ lrf ] dD ^ 


—r 




E 


+ o {\ z \ 2 ) = 0 7 


2 


2 


我们有 —r + ㈤ 2 + o (\ z \ 2 ) = 0和 


+ Re c^n( z ) + 


r 


r 


^/in 


—a 


!i=l 


0,点 


+ o(t). 但由 （2) 看出，对所有充分小的 


即在此边界上 Re 

( 7 0, - r ) G l T f ) D ; 因此由对调和函数的极大原理有 Rea n ('0， r ) 

有充分小的 t > 0成立,而这与假设条件 a n { z ) - o (|^|) 矛盾. □ 


T > 


a 


4- o(t) 对所 


= OL nn r 


如果在这个定理中再加上另一个假定，即区域 G 为单连通，就是说基本群 MG ) 

二 0,则这个定理中的映射/便是整体双全纯（事实上，由已证的局部双全纯性和/ 

的逆紧性推导出/为非分歧覆叠，因此可以利用第21目的单值化定理). 


在一般情形，不能证明/的整体双全纯，这里有例子：区域 D 二 {|^ i | 2 + k 2 | 

< 3} C C 2 为严格伪凸，而映射 f:D — 


4 


\ z2\~ 4 < 3} 和 G = {\ Wi \ 2 + \ W 2 

其中/(4 = ( ZuZ 2) 7 为逆紧和全纯，但是并不是双全纯.然而对 D = G 的情形有 


2 


— 2 


G ， 


+ W 2 


如果 D 为 C n 中的严格伪凸域，则任意逆紧全纯映射/ : D — A 如 
果可以延拓为 C 1 ^) 类中的映射，那么它为双全纯. 


定理 


# 


证明.可以假定基本群 tt ^ D ) 为非平凡（参看上面所评注的)，但是由于 3 D 的 

为 D 中代表这些生成元的闭道路.根据定 


光滑性它有有限个生 成元； 设 71 ， 

理1映射 f •• D — D 是个覆叠，而其所诱导的同态 /* : 7Ti(D) ^ 7T!(D) 为单同态. 
按照覆叠的重数定理（第21目的定理3)，要证明/为同胚只要证明 /* 为满即可, 
即 im /* = tti ( D ). 


，7 z 


我们考虑映射/的迭代 r = f 0 r - 1 (y = j ° 为恒同映射) • 因为族 

m 为一致有界，故按蒙泰尔定理存在子序列/〜在乃的紧子集上一致收敛于全纯 
映射 D — 万.特别地,在所有生成元 7fc (/c = 1，…， Z ) 上一致地有/ 

f ^{ lk ) 对充分大的 j 同伦于 P (7 fc )， 即 /P =仏,其中所有 j Wo . 因为 /* 为单,故由 
此得到〜为单.但是 

由 此因& 的单性知 /P 


仏从而 


^3 


，从而当 j 彡允.我们有 p * = 9 *o 
为恒同映射，即为满，从而也为满 .口 


_ IV o 




+1 


J+1 


+ 1-^3 
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在这部分的最后我们给出一个有意思的定理，它是由 B . Wong 和 J . Rosay 在 

1979年证明的.在这里所给出的简单证明则属于平丘克. 


1977 




定理 3. 如果严格伪凸域 D c C n 的双全纯自同构群非紧，则 D 双全纯等价 


于球 


证明.由群 Ant D 的非紧性知道，存在点 z ° G D 和序列广 G Auf A 使得 

GdD . 因为区域 D 有界，故根据蒙泰尔定理可以假设广在 D 的紧子 
集上一致收敛于在 D 中全纯的映射 /. 因为 D 为严格伪凸，故它在 3 D 的邻域中 

有严格多重次调和的定义函数 W (参看第39目).函数 #◦/ 于是为多重次调和并在 

的邻域为非正，而 p ◦ f { z °) - 0,故依照极大原理有 p 。/⑷三0,因此映射/为 

常值 • 


r ( z °) 


— > 


另外，不失一般性地设 a 二 0,以及函数^具有形式 


( p ( z ) — Rez n -{- \ z \ 2 4-。(|之| 2 ) 


(5) 


0和酉变换的复 
r 。广为区域 d 到一 


以 f 记 3 D 中的点，它们邻近 
合,使它把复切平面 T ^{ dD ) 变换到平面 
个有界域 Gp 的全纯映射，又因为位于在点 c " 的法线中，故 l v { a v ) = g ^ z 0 ) 


r ( z % 又以 P 记平移 c 

0. 于是 g 


时有夂 — 0 


具有形式（'0，-心)，其中心〉 0. 按照构造有# — 0,于是当 
我们注意到，区域仏的定义函数具有形式 


V oo 


^ Piy ( w ) = CjyRe w n 4- d v \ w \ 2 + o (\ w \ 2 ), 


其中的。和4趋向于 1. 

区域 G 当 


0. 为了去掉它，我们令替换，为双全纯 


时收缩到点 


V oo 


映射 


(Wx/^AU 

它把区域 D 映到区域= F ^( D ), M D v 的定义函数则为 


( 6 ) 


F 


( \f^v 扣，石 tA^n) 

= CnRe w n + d v {\ ， r w \ 2 4 - S v \ w n \ 2 ) + 8 v o {\ w \ 2 ) 

时函数也在区域 D 的紧集上一致收敛于一个函数 ^( w ) = Re w n -\-\ r w \ 2 , 

其定义了一个区域方，而这个区域双全纯等价于球（参看第 I 章的问题 18). 

由⑺看出，当^充分大时在 D 的紧子集上 Re F ^( w ) < 0, 而根据 （6) 又有 

按照蒙泰尔定理得到，从 Fi 中可以抽出一个子序列在 D 中的紧集 
上一致收敛于一个函数 F n . 为了使记号简化.我们仍以 Ff 表示这个子序，于是又 
由⑺中看出映射在 D 中的紧集上一致有界，从而由同一定理从中可挑 






⑺ 


当 


K (之 0 ) 


1 
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出收敛于全纯映射 F •• D — D 的子序列.逆映射 ( F ")- 1 一致有界，从而在它们中 
可以挑出在5的紧集上一致收敛于全纯映射$的子序.因为有 F ( z °) = ('0，- 1) 和 

-1) = A 故 F 和$互为逆，从而 F 给出了区域 D 到区域5 = {Re w n -^\ f w 
0} 的双全纯映射，而后者等价于球 .口 


2 


< 


62. 边界的对应 


如果平面区域 D 和 G 的边界为若尔当曲线，则共形映射 f : D — G 依照卡拉泰 
奥多里定理可延拓为这些区域的闭包的同胚，而如果边界足够光滑，则这个延拓了的 
映射也在闭包上光滑(参看卷 I 的第41目).容易看出，在高维空间的区域间的双全纯 
映射甚至连卡拉泰奥多里定理也不能推广.事实上，映射/ : ( zi , z 2 ) ^ (^ 1 , ( zi - l ) z 2 ) 

是从双圆盘 D = {卜1丨< 1，|勿| < 1} 到区域 G = < 1， 

变换，而逆映射广 1 …） 


< K - i |} 的双全纯 


W 2 


W2 


不能连续地延拓到边界点 (1,0), 虽然两者 


忉1, 


Wi — I 


的边界都是若尔当的. 

就在这个例子中，区域乃和 G 都是伪凸的，但不是严格伪凸.原来，对于严格 
伪凸域延拓到边界的性质是能保证的，这又是一种出现在凸域和严格伪凸域之间的 

差异.在这方面的第一个结果由马尔古利斯 （ G . A . Margulis ) 在1971年得到，他证 

明了严格伪凸域的双全纯映射可以延拓为它们的闭包上的同胚映射. 


在这方面最强的结果是由费弗曼 （ C . Fefferman ) 在1974年证明的,他证明了具 

C - 类边界的严格伪凸域的双全纯映射可延拓到其闭包的同一类映射.这是使用了 
在所考虑区域上的伯格曼度量下的测地线的深入研究得到的 1 费弗曼的证明被李 

果斯卡 （ E . Ligocka ) 和贝尔 （ S . Bell ) 作了某些简化 2) . 

伦贝特 （ L . Lempert ) 把这个定理推广到具有限光滑的区域上 3) :如果 D 和 G 

为 C n 中严格伪凸域，其边界为类 （fc > 2)，则任意从 D 到 G 上的双全纯映射 

G 可延拓为这些区域的闭包上的 C k ^ 2 类的微分同胚. 

关于在平面情形的延拓到边界的定理可轻易地转换到逆紧全纯映射上.在空间 

情形则不如此，这里只有由辛钦 （ G . M . Khenkin ) 和平丘克分别独立得到的结果. 

我们按照平丘克的办法,较仔细地深入到它的证明里. 


onto 


引理. 设 D 和 G 为中的严格伪凸域，而/ : D — G 为逆紧全纯映射.于 
是存在常数心，〉0,使得对所有 z e D 有 


⑴ 


hSiz . dD ) < S ( f ( z ), dG ) < k 2 S ( z , dD ) 


UQ Fefferman, The Bergman kernel and biholomorphic mappings of pseudoconvex domains. In¬ 
vent. Math. 26 (1974), 1-65 

2 ) S. Bell and E. A. Ligocka, A simplification and extension of Fefferman’s theorem on biholomor¬ 
phic mappings^ Invent. Math. 57 (1980) ， 283-289- 

3 ) L. Lempert, La metrique de Kobayashi et la representation des domaines sur la boule. Bull. Soc. 

Math. France 109 (1981), 


4, 427-474 


no 
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证明 . C " 中的任意严格伪凸域是在这个区域闭包的邻域中光滑的多重次调和 
函数的负值区域（参看第39目).设 G = {w e C n : 4 ㈣ < 0}，其中0为这样的函 

数. 于是由于它的光滑性有|^)| < kS ( w , dG ), 或者 \^ of ( z )\ ^ kS ( f { z ), dG ), 其中 

2； e >0为某个常数.但是 和 f 为在中的负值多重次调和函数，因此由前一 

目的引理知陟。/⑷ | 彡 (1) 的左端部分得证. 

为了证明⑴的右端，我们考虑集合 E ^ {z G D : J f ( z ) = 0}, 它是映射/ 

的临界 点集； 由雷默特定理（在第55目中引述）知， f ( E ) 是 G 中的解 析集. 对于 

G \ f ( E )， 我们令 


( 2 ) 


咖)， 


^( w ) 


max 

ze/ 一 M 忉 ) 


其中$为多重次调和函数，其负值的点集为区域因为/为逆紧，故/ _1 (^)的点 
数有限（并都相同)，其中所有的 w G G \ f ( E )， 并且根据第38目3。的性质知少为 

G \ f ( E ) 中的多重次调和函数，且显然是有界的，故而根据在第38目末尾所引述的 
格劳尔特-雷默特定理知其可多重次调和地延拓到 G 中. 

由第61目中同一引理知，对被延拓的函数少有 \^{ w )\ ^ k 5( w ， dG \ 而因为 
少和 W 为负，则对于 w G G \ f ( E ), (2) 可以改写为 | 少 ㈣ | 

光滑性有 \< f ( z )\ ^ k f S ( z , dD ), ife 5[； |^(^) I ^ k f min S ( z , dD ). 因而， k 5( w , dG ) ^ 

zef~ 1 (w) 

S ( z , dD ) 对所有 w e G \ f ( E ) 成立，又由于在 G 的处处连续性，即对所有 

eD ^ S ( f ( z ), dG )^^-8( z , dD ) 


min \^ p ( z )\, 又因为 

zef~^ 1 {w) 




k 9 


min 

zGO) 


□ 


k 


定理 . e 中严格伪凸域的任意逆紧全纯映射 f .. D — G 可延拓为这些区域闭 
包的连续映射，并且所延拓的映射满足在 D 中的利普希茨 ( Lipschitz ) 条件,其常数 

为对于所有万有 


2 


"| 1/2 




(3) 


— Z 


证明. 我们将在一个附加假设下证明这个 定理; 这假设是: G 是几何严格凸的 1 
因为边界 属于 C 2 类, 故对任意充分靠近 3 D 的点 zgD , 存在球 C D ， 它 

以 〆 为中心,使得 6( z , dD ) = 6( z ， dB z ,), 而因为 G 为几何凸，故而对任意它的点 

存在球 3 G ， 使得 6( w , dG ) = S ( w , dB wf ) (ffl 53) 

我们来对映射 / 在充分靠近 dD 的任意点 2 上的分量的模进行估计.不失一般 

0,并设 z 位于〜轴上.正像我们在第57目中看到 


W, 


性，假设对应球的中心为 
的，球 W 二 {14 < i ?} 的卡拉泰奥多里度量在点 z 二 { f 0, z n ) 由公式 


z n \ 2 \ dz n \ 2 

R 2 ~\z n \ 2 ' (i? 2 - |2n| 2 ) 2 

〉 完整的证明可参看平丘克的文章，见第 61 目开始部分的脚注 . 


2 


dz 


ds 2 = (n + 1)( 


(4) 


dG 


给出（它等于球的伯格曼度量，参看第56目的公式 (18)). 如果记 i ? - |2 ： n 
此可以得到 结论: 存在常数 Ai 和 A 2 , 它依赖于 i ? 并使得以中心为 
为 e 的球在卡拉泰奥多里度量 


则由 






(’0,、）半径 


下包在两个椭球 


CB 


m 


n— 1 


— Z 




EiXjS^ Xjer) = { E 


(V ) 2 ， 


(5) 




之间（这些椭球的半轴除去第 n 个外都等于而第 n 个半轴等于 A ^ r ). 

将此应用到我们的情形（图 53). 这时我们的球的半径 i ? 依赖于区域25,量 
r 二 6( z , dD ), 并且由 （5) 和卡拉泰奥多里度量的性质知，在 e 充分小时有 

^(Ax^A^r) C BT Z， (e) C 吧⑷， 


其中 B d z ( e ) 代表在度量 d 下的中心为 2 半径为 e 的球.类似地对区域 G ， 如果令 

w = f(z) 和 p = 5{ w , dG ), 我们则有 


丑 t ⑷ C “’⑷ C E ( X \£ y / p ^ X ^ Ep ) 


(我们再次假定, W 二0且 w 位于 w n 轴上，参看图 53) 

由卡拉泰奥多里度量的压缩性质知，在全纯映射下有 f ( B ^( e )) C 除此 

之夕卜，由引理/9 < 因此 


f(E(Xi£^/r,\isr)) C E(\ 2 £\/k^r, \2ek2r) 


( 6 ) 


我们考虑映射/的坐标 t 在通过点 2 直线上的限制，并对所得到的单变函数 
应用施瓦茨引理，于是得到 


dz v 


c 


⑺ 


\\£r 


其中的常数 C 只依赖于区域 D 和 G . 因为在区域 D 中的紧子集上导数有界， 
故可以假定估值⑺对整个区域 D 成立 1 \ V 

U 带一个依赖于 D ， G 和所考虑映射的常数因子 . 
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只要对区域 D 中两个之间距离不超过某个正常数 Zo 的点偶去证明不等式 （3) 

使得线 


就足够了.设 Z ，， z ， f 为 D 中任意两点，且 
段 [ z，r -> z i \ 属于 D 并且长度 Z , 而距离 S ( z [, dD ),5( zi , dD ) 不小于/ (这总可做 

7(1) = 显然 IYWI = L 


I < / 0 ；我们选取点 


// 


// 


>6 — Z 




到).以7 : [0，1] — z r {] 表示线性映射，使得 7(0) 

因为 8{ r ( t ), dD )^ tU 其中所有^ [0,1]，于是由估值⑺得到了 


=之， 


7’(亡 )1 


C 


dt — 2cVl 


\ f ( z i )- f ( z/ )\ ^ 

完全相同地，我们得到了估值|/«) - f { z n )\ ^ 2cVl. 

另外，线段 [ z [, z f {] 的长度不大于 3 Z ， 而它的端点离边界^0不小于 L 利用 
歸 dD 的二阶光滑性，以及其与二维平面所交截影的曲率的有界性可以断言，对 

于所有 z G 当沁充分小时有 5{ z ,8 D ) ^ 1/2. 再利用估值(7)，由此得出 

\ f ( z [) - /( 竚)| < Scy /21, 从而联合起所得到的这些估值，我们发现了 

1 /( 〆 ) - /(^)1 < cVl 

其中 C 为只依赖于区域 D ， G 和所考虑的映射的常数. 

我们还要注意的是，从最后这个对所有点 
域 D 的闭包上的连续延拓的可能性，并且在此闭包中所延拓的映射也满足同一个估 

值 •口 


y/tl 


o 


" 1 1/2 


= c z — z 


eD 成立的估值得到了 / 到区 


// 


Z , >6 


注. 由定理的证明看出，它的局部形式也成立：如果区域 D 和 G 在它们边界 
点的某个邻域中满足定理的条件，而/ : I ? — G 为逆紧全纯映射，它把第一个邻域 
变换到另一个，.则/在第一个邻域中被延拓到了 aD ， 并满足常数为1/2的利普希茨 


条件 


63. 对称原理 


对于具实解析边界区域的映射的边界行为的研究，我们发现应用高维的对称原 

理是十分富于成果的.这个原理是平丘克在1975年提出的 1 \而由韦伯斯特 （ S . M . 
Webster ) 作了进一步的发展 2) . 我们要在这里讲述这个方法的基础，并给出它的应 

用例题. 


我们称一个实超曲面 S 为在以 a 中心（为简单起见总取其为 0) 的多圆盘中为 

实解析的 是说， 如 果它具有形式 S = { zeU ： = 0}， 而 


^p(z) = ^{z,z) = ^ CklZ k z\ 

1) S. I. Pinchuk, On the analytic continuation of holomorphic mappings. Mat. Sb. 98 (140) (1975 )， 

3, 416-435; 英译本， Math. USSR-Sb. 27 (1975) ， 375-392. 

2 ) S. M. Webster, On the mapping problem for algebraic real hypersurfaces, Invent. Math 43 

(1977) ， 53-68 . 也可参看 M. Beals ， C. Fefferman 和 R. Grossman 的文章， Strictly pseudoconvex 
domains in C n 5 Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 8 (1983), 125-322. 


(i) 


no 
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其中 /c = (ki ，… ， k n )，l 二 [ h ， … ， l n ) 为多重指标，且该级数在多圆盘 UxU CC 2 

中收敛.显然 W 的实条件可化为等式 

凸是说，如果函数^为严格多重次调和，且在 S 上 vw / 0 (参看第39目). 

我们从施瓦茨的对称原理的高维推广着手（参看卷 I 的第42目). 

定理 1 (平丘克). 设 S = W ( z ) = 二 { xl ){ z ) = 0} 为实解析曲面，并在 C n 
中相应的邻域 [/和 V 中为严格伪凸，而 D 二 e C 7 : yp ( z ) < 0} 为附着于 S 的区域. 

于是任意在 D 中全纯，并在上属于 C 1 类，且/(5) C 的映射/ : D 
可全纯地延拓到 S 上. 


其中 fc ， Z 任意.称曲面 S 为严格伪 


Ckl = Qk 


C 


证明. 只要证明/可全纯地延拓到任意点 (: eS 的邻域即可，像对 /( C ) 那样 
可假设 (:为 d 为了不使证明在技术上复杂化，我们仅限于 m 2的情形. 

设少 _ ， 0 ；) 为在 V x V 上的全纯函数，使 教 w ) = ^( w , w ). 于是条件 f { S ) C S r 
可 记成： 对所有 z S 有 


9(/ ⑻,/⑷ ) 二 0 

为柯西-黎曼切算子（参看第31目).因为假设条件, 


( 2 ) 


dip d dip d 

dz2 dz \ dz \ dz2 


我们记 




函数 /d ^{ D )^\ C l ( D ), 故在 S 上 uj 二(«)二0, 并且将此算子用于⑵便 


得到 


d 免 


E 


(3) 


{ f { z ) J { z )) uf v { z ) = 0 


dw 


对所有 zeS 成立.现在需要在 z : 
(3). 根据隐函数定理,如果行列式 1〉 


0的邻域中对/办）和 f 2{ z ) 解方程组 （2) 




dib 


d^b 




士(/⑻) 


dw 


⑷ 


A(z) 


^0 


d 2f ijj 

dw v dw \ 


d 2 ^ 

dw v dw2 


(/ ⑻)略 ⑺ ^2 

jy=l 

为了证明这一点，我们首先注意到在 S 上 uf 弄 Q . 事实上，如果在 S 的任一点上同 


E 


{f{z))uU(z) 


时有 


9/2 dip df 2 d^p 


dfi dip dfi 


U fl = T 7— 


0 ， uf 2 = ^~ 


dz \ dz2 dz2 dz \ 


dz \ dz 。 dz2 dz \ 


d ( fij 2) 


0 (由假设条件 vw / 0). 但是，像在第 6 1 目定理 1 的 


则在此点雅可比 


d ( zi , z 2 ) 


证明中所看到的，由 S 和 S ' 的严格伪凸性可推出这个雅可比在 S 上不为零.进而， 


如果# # 0,则根据 （3) 存在在 S 上的函数 h 弄0 ,使得 


8^ 


d^jj 


(/ ⑷ ） = h ( z ) uf 2 ( z )， 


(/ ⑷）= - h ( z ) ufi ( z ), 


dw 


dw \ 

d ^( w , u ) 


d 寸 


U 在这里认为 


二 ^-(w) 

dw 
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将其代入（4)，得到 


8 2 ^ 


△㈤ = h(z) X ； 




dw,,dw 


Hz) 


因为4为严格多重次调和函数，故0,故在5上△⑷/ 0 (参看第39目). 

所以，应用隐函数定理并从方程组 （2) — （3) 得出，在某个邻域 K 3 0中有 

M z ) = gAf(z),uf{z)), v = i,2, 

其中的函数如在点 { Q , uf (0)) eC 4 的邻域中全纯.现在固定向量 ueC 2 使得复直 
^ l x = { z = u )(： ^ X } 对于充分小的 AgC 2 横截相交于解析弧7>.函数 

对 （ 在 7 a 的邻域中为实解析，而 Z..K + A ) 则在此邻域中 « + A ) < 0的部分全 
纯，从而在这一部分全纯.由 （5) 得出，在 7 A 上函数 U(^C + A ) 也在实解析 

弧上取值，并按施瓦茨对4变的对称原理知这些函数被全纯延拓到 7 A 的某个（两面 
的）邻域中. 

最后我们稍许改变一下以取与复线性无关的 o /， 并完全相同地证明 函数九 
被全纯地在每条方向为 o / 的复直线上延拓到 D 之外（图 54). 用非退化线性变换把 

o ；， o / 变到新的坐标轴的方向.于是根据哈托格斯定理（第6目）可以得出结论：函数 

U 在点 ^-0 的邻域中全纯 .口 




dif 


dz 


图 54 


我们现在转到阐述由韦伯斯特所建议的那种形式的对称原理.设给出了实解析 

曲面 s = { ip { z ) - 0} 以及一个靠近它的点 z ; 称集合 


Q z = {w E U : w) = 0} 


⑹ 


中的点为关于 S 的与 2 对称的点， 其中的$为 （1) 中的函数.当 n 二1时与点 z 对称 
的是一个点，而当 n > 1时，这是个复的超曲面.特别地,如果 S G C 

n 

为单位球面，则 Q z = {we C n : Y , 


1 } 


=1} 为复超平面 {( w ) = 1}，它复正交于 

向量1这时如果 | z | < 1，则按施瓦茨不等式对所有 W ，有 IH > 1 /kl > 1，故 

WQ Z 位于球面 s 之外，如果 N > 1，则 仏 与它相交（为确信后者正确，只要引出 
一 个经过 z 和坐标原点的复直线即可). 
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氺证明当 n = 1 ，而 S 为直线段或圆弧时，所考虑的对称同于通常的情形 . * 


由上面所提及的级数 （1) 的系数的性质可清楚看出 ^{ z , w ) = 由此得 

到 Qw = { z^U : ^( w , z ) - 0} 可以同样以方程 ^( z , w ) = 0给出.我们便得到了这 

样的对称性质，即： 


w G Q Z j ]0 !j z G Q w 

定理 2. 设在 C n 中给出了两个实解析超曲面 S v = { zeU v : ip v { z ) = 0} 及全 
纯映射 f，.lh — U 2 , 使得 f ( S x ) C 5 2 . 于是对任意点 zeU u 有 

f(Ql) ^ Q } ⑻， 

其中以 为点 z 关于 S 的对称曲面, Q ) { z ) 的定义类同. 


⑺ 


⑻ 


证明 •设〜为在 W x R 上像⑴中那样的与相关的函数, f ^ z ) = f ^( z ) 
为 lh 上的全纯函数，它的泰勒展式的系数复共 轭于八 的相应系数 （/i = 1, •…， n ) 
(像上面那样，假定 W 为中心在0的多圆盘).记4 = {^ i ( z , w ) 二 0} 为 CA x 中 
2 n - 1维的解析集，并不失一般性，假设其为不可约，而％为其定义函数.这个集 

}, 作为它的完全实的子流形，其（实）维 


合包含了 A = {^ i ( z , z ) =0} = A 1 f |{ 

数为 2 n -1 ( 参看第 17 目). 

函数 ^ 2 {f(z)J(w)) 在 CA x R 中全纯 并在& 上为零，这是因为在 那里⑼ = 

z , f(w) = f(z), 从而巾 2 (/ ⑷，/ ㈣ ）=…(/⑷）= 0. 由我们将在第66目谈及的唯一 

性定理得出 ^ 2 (f{z)J(w)) 在整个集合4上为零.但是由魏尔斯特拉斯除法定理 

(第 23 目）便知道，存在函数 h G (^(Ui x Ui), 使得对所有 (z,w) e C 4 x R 有 


伞 2 (/ ⑷， / ㈣ ） = hiz.w^xiz.w) 

这样便得到了定理的断言：如果 z G U U Q \ = { weU 1 : $ i ( z ,^ J ) =0}, 则对任 

意点 W G 化的像 f ( w ) 按照 （ 9) 满足关系 ^ 2 ( f ( z ) J ( w )) = $ 2 (/( 2 ：)，/㈣ ）= 0, 即 

属于集合 g 


⑼ 




Hz) 


推论.如果在上述定理的假设条件下，/是一个双全纯映射，则 f ( Ql ) = Q 
其中 zG «7 i 为任意点. 


/( 之）， 


证明. 只要把定理2不但用于/而且用于逆映射/- 1 就足以给出证明. □ 


因此，在实解析曲面邻域的双全纯映射下有个不变量，即关于这些曲面的对称 

1时，这些集合是点，从而这些不变量的出现并不是非常本质的.但是 


点集.当 

当 n > 1时不变量具有正维数，并最后证明对于映射的结构有很大的影响 


作为应用对称集的不变性的最简单的示例，我们举出下面的例子，从单变函数 
论的观点看这是非常不寻常的.原来，如果与边界邻接的可随意小的球的一块被双 
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全纯地映到同样类型的 一块， 则该映射必定是线性分式的.这个结果让我们回忆起 
刘维尔的一个经典定理，它表明在 n > 2时任意在邻域 U CW 1 的共形变换可延拓 
为整个空间的线性分式变换. 


定理 3. ^B = { zeC n :\ z \< l } 为球 ， U = {\ z - a \< e } 为它的边界点 a 的 
邻域 • 如果 f : Bf]U ^ C n J e C^BpiU) 为双全纯映射，使得 f(dBf]U) C 8B, 

则当 n > 1时这个映射可延拓为整个球的双全纯自同构，从而是线性分式的. 


证明.由平丘克定理知/可全纯延拓到点 a 的邻域中，设其就是 C /. 我们首先 
假定 n = 2,于是对任意点 w G U \ B , 其充分靠近 a ， 则这个点的对称集 Qw 为复直 
线，其正交于向量 W 且交球面 S = ae 于圆7 (参看上面所引进的例子).按照定理 
2的推论知映射/把这条直线变换到集合 Q f ( wh 它也是条复直线（图 55). 因为把 
S 变到自己，故 /(7) 二 Q/ ㈣ 即还是一个圆，并且由单变函数论的初等事实知 

道，限制 /I 为线性分式函数. 


Q tv 


对于/在平行于 Qw 且充分靠近它的复直线上的限制可以说同样的话，同样还 
有它在某个平行于另一个方向的直线族的限制.用非退化线性变换可以把这个族变 
到平行于 q 和;^轴的复直线族.于是函数/为在某个邻域 w 中任意固定的^下， 
Mz 2 是线性分式，又在另一个邻域地中固定的任意勿下，对于^是线性分式.根 
据哈托格斯定理（第6目)，它在 X 中为线性分式，从而在整个 C 2 上如此. 

我们归纳地假定定理对某个 n - 1 ^ 2成立.固定点 u ? G U\B ， 其充分靠近 a ， 
我们发现 Qw 为一个复平面，它交 S 于一个复 n - 1维的球，又由定理2的推论知 
映射/将其变换到平面 Q f ( wh 其具有相同的维数，另外根据所证定理的假设条件有 

f(Bf]Q w ) = Bf]Qf^ w ), 就是说又是 

性分式函数.对于/在平行于 Qw 并充分靠近它的平面上的限制也可以进行同样的 
讨论，而这个函数在与横截的一些平行的复直线族上的限制也是如此.再次应 
用哈托格斯定理，则可断言函数/是线性分式的. 口 


(n - 1) 维球.因此，限制/ 是一个线 


-- 


Q 


这个定理的历史十分有趣 . 阿历克山大在 1974 年发表了对它的一个十分复杂的证明，后来平 
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丘克大大地简化了它，他使用了自己的对称原理（参看本书的前一版).我们在上面所给出的非常 
简单的证明则属于韦伯斯特.在阿历克山大的定理发表的那时，它的不寻常的表述给人们极为深 
刻的印象.但是后来明白，在全双纯映射下至少在一点局部保持球面的结果导致其整体上的保持 
这个事实已在1907年由庞加莱所发现.庞加莱写下了在 C 2 中的球面的方程为仍 二 |^ i | 2 (参看 
第 I 卷问题 18) 并由保持该球面一片的局部条件出发去计算出这样的映射应是线性分式的结论. 


这个结果后来有了实质性的强化 


定理（平丘克 ) 1〉 .设 D 和 G C C n 为严格伪凸域，并具实的单连通边界，而 U 
为点、 aedD 的邻域 • 于是任意非常值全纯映射 f ： U -^ C n , 使得 f ( Uf ]3 D ) C dG 
可延拓为乃到 G 的双全纯映射. 


我们最后注意到，我们在前面第63目一开始的脚注中引述的韦伯斯特的文章 
中，他应用对称原理证明了在 C" 的区域的双全纯映射，当由条件 P v ( z , z ) = 0定义 
时，必定可以代数函数实现,其中的尺为多项式. 


64. 向量场 


为了讨论函数和映射的有界性质，更仔细地考察向量场的结构是有好处的，这 
里所说的向量场是在区域的边界上或者更一般地在 C" 的光滑子流形上.设这样的 
流形在邻域 C7 中局部地由方程 






( 1 ) 


定义，其中％为 C 1 类实函数，并在[/中 


dif\ 八…八 7 ^ 0 , 


( 2 ) 


即向量…，▽仰为实线性无关（参看第17 目). 于是 M 的实维数等于 

— k . 


我们知道，在点 （G Af 的切向量是指 


d 


d 


々 = Emc) 


+ a iAC) 




dz ^ 


dz v 


其中 = 0 ，ju = 1, …， k . 

如果可以随意一点，我们所称的切向量将不是而是向量 


8 


^c = E^(o 


其中 Re = 0, 


(3) 


, k . 


1， 






攀 ■ _ 


dz; 


工)平丘克 ( S . I . Pinchuk ), On holomorphic 

( 147 ) (1978)， no . 4, 574-593; 英译本， Math . USSR - Sb . 34 (1978)，503-519 


mappings of real-analytic hyper surf aces 7 Mat - Sb - 105 
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称向量 （3) 为 复切向 量是说，如果与它同时还有也是切向量，即= 0 ,/i = 
1，…， k . M 在点 C 的切向量的集合构成了切平面 T C ( M ), 而复切向量的集合则构成 
为复切平面 T ^( M )= T c ( M ) f ] iT c ( M ) (参看第 I 7 目) • 

显然， dim M r c c ( M ) = r 等于 ilJ 的实维数，而 T C C ( M ) 的维数不但依赖于 r 而且 

依赖于在 C n 的位置.就是说（参看第17目)，如果在向量 V 屮& 中存在 k f ^ k 

个复线性无关的元，即存在1,…， fc 中的指标组么 ，… 

9^31 八…八咖 JV ( C ) # 0 

并且数 V 是具有这种性质的最大数，故 dim T C C ( M ) 

如果假设是变氬则切平面和 V 的集合构成了丛 T ( M ) 和 T C ( M ). 
这些丛的截影，即（连续或 C 1 类）函数，它把每个点 c e M 相伴于它的切向量称 
其为 向量场 （参看第27目).在考虑复向量场时通常要求 T ^( Af ) 的维数对所有的点 
CeM 都相同.称具有这个性质的流形为 柯西-黎曼流形或 者简短地称做 CR - 流 

形.对所有 CeM 都相同的这个（复）维数被称做 A / 的 CR - 维数（以 dim CR M 表 


，使得 


， 3 k 


⑷ 


-k 


n 




不) 


例题 • CR - 流形的平凡例子是全实 1〉 流形 M , 它在所有 （G Af 有 T C C ( M ) 

所有 C 1 类的实超曲面 ScC n 也是 CR - 流形： 在它的每个点上有 dim T c c (5) 二 

1. 所有生成流形 M C C n 也是如此：对它的每个点满足 （4) 中 fc = fc ' 的条 

所有极 大复流 形也是 CR - 流形：对它有 


n 


件，从而 dim C R ( M ) 


-k = 


n 


dimcRM = -( dim R M - 1) 


2 


ki | 2 } 则不是 CR - 流形： 对它当 C 笋 0 时 
( aeC ) 组成,从而是条复直线= 0}. 


实二维流形 M = {z e C 2 
T C C ( M ) = 0,而 T 0 C ( M ) 由向量 

* 证明，对在生成流形 （1) 上的 C 1 类函数，柯西-黎曼切方程为9/ A 5^! A ■ • • A 8 ip k 


Z 2 = 


d 


a - — 


dz 


= 0. 木 


起对复函数进行研究时也要考虑一般切 


在复流形 M cC n 上连同及和 Tf 

平面它由形如 

n 

~ a ^( C ) 

i/=i 

的向量组成.丛 T ( M ) 的截影，即一般向量场，在 CR - 流形上考虑也较方便. 

设给出了 CR - 流形 M C C n , 其 dim E M = r,dimcRM = /,并它由形⑴给出 

M 上的复向量场的基可取为向量场 

71 o 

^j(o — a ^(c)gT~ ， 

v —\ 

D 关于在此对不同流形所采用的术语可参看第17 g 


8 


d 


z d ^^) = °> 


(5) 


+ UC ) 


1， 






oz 


dz 


⑹ 


l 


J = l ， 


_ • 
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其中在每点 （： e 向量 Zj ( C ) 为复线性无关并且 4( W ) 

Zj{Q e T C C ( M )), 而一般向量场的基为 （6) 中的场4(0,它们的复共轭 Z 3 (0 
1 ,…， 1 ，还有场 


,k (BP 


0 ，/i = 1， 


_ • 


d 


X lH (Q = ReJ2b^(Q 


， r — 2 /， 


J 二 1， 


• * • 


dz } / 


它们在每点 C G AJ 属于 T C ( M ), 并与⑹线性无关. 

特别地,对实超曲面 S = { zeC n : ip { z ) = 0}, 其维数为 

^0的邻域中 T (5) 的截影基可取为 


1， CR - 维数 


= 2n — 


r 


dip 


1，并在 


= V — 


dz n 


s 


dip d dip d 

— —— 

OZ n OZj OZj oz n 


d(f d d^p d 

dz n dzj dzj dz n 

d(f d dip d 

dz v dzjy dz v dz v 


， Zj — 


Z 3 


■7 = 1， 


， n — 1， 


# _ « 


⑺ 


i 


E 


X n 


最后面这个场可以表示为 x n = Re T 的形式，其中 


• dip d 
1 dz v dz v 


E 


⑻ 


T 二 


为 5 上的向量场，它在每点 C e S 按 T C { S ) 中正交于 T c c (5) 的方向（对应于 T 
的向量便是这样的，参看第17目).如果在固定点 


S 上选取坐标使得 


a G 


d^p 


dip 


二1，则其形象变得特别直观.于是在这个点有 


1和 


0， i / = 1，" 


，n - 




dz 


dz 


d 


^ a ( S ) = { x n = 0}, T ^( S ) = { z n = 0} 和向量 Zj 二 , j = 1, 

az 3 


1 ( T g c 的基)，而 


， n - 


1 d 


X n = 7 


2 dy n 

作为在此所考虑的概念的应用例子，我们将给出不是生成流形的 CR - 函数的 


简单的延拓定理（它由韦尔斯 （ Wells ) 在1969年证明) 


定理 1. 设给出了 CR - 流形 M C C n ， 对其有 codin^M = k 而 dim CR A / 二 

k ，， 其中 V < fc . 于是在任意点 a G 的充分小邻域 C / 中存在生成 流形及 D 

Mn ^ codim E M = k f , 使得在 M [] U 上的任一 CR - 函数/可延拓为 M 上的 

CR - 函数. 


n — 


0以及在 [/ 中流形 M 由满足 （2) 的方程组⑴给 

出，且 5(/^1 八… • /\ 0(^ = 0， f 旦 A • * * A d ^ p^f ^ 0. 如有必要可进 4 丁 C n 的线性 

坐标变换，从而可假设切平面 T 0 ( M ) 与坐标 

Zj = Xj + ix n + 3 ), 而其余坐标记为仍， 


证明. 不失一般性，取 


a = 


的平面相重合（我们设 
根据隐函数定理, M 可局部地由向量 


$ 1 ， … ， X2n-k 


,Vk 


几何理论的一些问题 


320 


方程 y = 2 p ( x ) 给出，其中 必为 C 1 类函数•令 ( pj ( x , y ) = yj - ^ j ( x)J = 1，…， k , 从 

而 M (也是局部地）可由方程巧 

因为 dim T 0 C ( M ) 

且我们就假设它们为前 V 个.于是在点0 A • • - Adcp ^ ^0,而这表明在某个邻域 
中也成立;设就在 t / 中如此.我们考虑流形 M = {2 G 17 : ( px ( z ) 

因为对于它有 dim CR M 
目)，并且显然它包含了 Mf ] U . 

流形 A / 被分层为相互不交的流形 A/ t 二 

= 其中 f = ( h , …为0 G R k ~ k ， 的充分小的邻域中的点.每个 i\/ t 

由 M 经平行移动了向量叫得到，且 T ^ at ( M t ) = rf ( A / L 因为这些空间的维数等于 

k f = dimcRM , 故在每个点 z G A /, 有 T c z { M t ) = T C Z { M ). 

我们以条件 /(C +=/(0来给出/到 M 上的延拓，其中 Af . 因为/在 
M 上满足柯西-黎曼切条件，故巧⑺对任意复切向量 Z e T C C ( M ) 和任意点 C G A / 
为0 (参豐第31目).但是由此知，对任意 Z G T c c +a# ( M ) 具有 Z c+af (/) =艺 c (/) = 0, 

即/为 M 上的 CR - 函数 .口 


= 0描述 


二屮 k 


k \ 故在向量豆 6(0) 中存在 V 个复线性无关的向量，并 


n — 




=知⑷= 0}; 
k \ 其中 fc ' = codim ffi M , 故它是生成流形（参看第 I 7 


— n — 


^Pk f = 0 ，仰 ， +1 = 




1 — 


_ ■ 


曰 


疋 


n — 


. 因此，对于不是生成流形的流形 , CR - 函数到生成流形局部延拓以简单的平移 
产生.从生成流形上的 CR - 函数延拓问题却是极其复杂.它的一个特殊情形，即 
对实超曲面己在第52目中考虑过（参看定理 1). 对于具有大的余维的流形，它的 

其他方面的性质可参看辛钦 （ G . M . Khenkin ) 和丘尔卡 （ E . M . Chirka ) 在文集《现 

代数学问题》中的综述文章 Boundary properties of holomorphic functions of several 
complex variables ( vol .4, VINITI , Moscow , 1975, pp .13-141; 英译本 J . Soviet Math . 5 
(1976), no . 5, 612-687). 

我们现在转而注意两个向量场的括号概念.设 CR - 流形像前面那样由方程 （1) 

及条件 （2) 定义，但外 G C 2 ( U ). 如果 


d 




⑼ 


Z (( fj ) =0, j = 1, 


，/ c ， 


Z = 


» « ■ 


dz ' 




1^=1 


为 M 上的复向量场，而叉为它的复共轭场，则复合 


d 


8 


E 




ZoZ = 


a 


dz v 


dz 


fji=l 


d 2 


da 


d 




EE 〜 


dza j dz y + 




1 夕一 1 1 
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由于第二项的原因不是一个向量场.为了消去它，考虑换位子 


[ Z , Z ] = Z O Z - Z O z 


d 


da 


da 


d 


EE 


EE 〜 


a 




dz ^ / dz v ， 


dzp dz v 


/X = l 


/ i=l 


称其为向量场 z 和 z 的泊松 括号： 在计算中，该和的多余部分被消去，得到了一般 
向量场，即丛 T ( M ) 的截影.但是容易从它得到一个实向量场，即 T ( M ) 的 截影： 只 


d 


d 


要将 [ Z , Z ] 换为 i [ Z , Z ], 于是 i 和 i 的系数为复共轭,并且对应于在本目开始 


部分所谈及那样,我们可以替代 i [ Z , Z ] 而去考虑场 


da 


d 


EE 


( 10 ) 




la 




dz ^ j dz v ’ 


， fc . 我们也称这个场为 Z 和 Z 的泊松括号 


对其只有 Re 二 0, j 二 1, 

对于超曲面，泊松括号原来与莱维形式相关 


• 鬌 


定理 2. 如要 S ^{ zeU : ip ( z ) 二 0} 为 C 2 类的实超曲面 ， Z : Z ( ip ) = Q 为 S 
上的复向量场，而 T 为在 T (5) 上形如 （8) 的向量场，它正交于 T c (5), 则在每个点 

埃尔米特内积 


(W,T) c = H c (vp 5 Z), 

其中 W 为泊松括号（10)，而丑为函数 w 的莱维形式 


( 11 ) 


证明.如果 W 为形如 （10) 的向量场，而 T 形如（8)，则 

da 从 dip 

dz v dz ^ 

(我们在这里改变了指标 / i 和〃的位置).但是由条件 


(W ， T) 二 - Y1 


( 12 ) 


a 




dip 




dz ^ 


"=1 


这是 z 所满足的，通过微分 1〕 我们得到 


d 2 ip 

dz ^ dz v 


dcLn dip 

dz v dz “ 




= 0， p = 1， 


+ a 






1〗 当进行微 @ 时,我们假设向量场 z 已延拓到 S 的邻域中，并满足条件 Z ( if ) = 0. 例如可以这 
样来做到：设芝 为场 z 的任意一个 C 1 - 延拓，而 T 为形如 （8) 的场，于是场 


( Z ， T ) 


Z = Z — 


▽ W 


便是我们想要的.事实条件 Z ( ip ) = 0等价于 （ Z ， T ) = 0,且显然在 S 的邻域中成立,这是因为 
( T ， T ) =丨 ▽ 刮 2 .此外 ，到 s = Z 并在此 ( Z , T ) = 0,故在 S 上这个场等于 Z . 
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对它们乘以、并相加便得到 


d 2 (p 

dz^dzy 


da^ dip 

dz 1y dza 


jL ^ 


又 ■■> 

jL ^ 


a^a 


由莱维形式的定义（参看第 37 目）这就是它在向量 Z 上的值，故而 （12) 等同 

于 (11). □ 


注. 如果函数的莱维形式在复切向量 Z ^ O 上不为零（例如，如果 S 为严格 
伪凸曲面，参看第39目)，则根据定理2知，在每个点括号 ? ： [ Z , Z ] (更准确地说是对 
应于它的向量爪）有在 T 上的非零投影,它在 T ( S ) 中正交于切平面 T c (5), 从而括 
号 i [ Z , Z ] 横截于 : T ( S ) (图 56). 这个注释在下一目中有用. 


65. 函数的边界性质 

在这里我们将考虑上一目所讨论的概念的一些应用.我们先从图马洛夫 （ A . E . 

Tumanov ) 1〗 的 一 个结果开始,在其中利用了在超曲面上的向量场结构. 

定理 1. 设 D = {z G ⑷ < 0 } 为其边界 5 是 C 2 类的区域, E 为 5 的具 
有 （ 2 n - 1 ) 维正体积的子集，又，莱维形式对于所有 C ^ E.Ze T c c ( 5 ), Z / 0 有 

參 o. 

如果函数/ g c 2 ( D ) 并在中全纯，在 E 上为实，则它为常数. 


( 1 ) 


证明. 由于/在 S 上满足柯西-黎曼切条件，故对 S 上的任意复向量场有 
Z ( f ) = 0. 在集合 E 上/为实,也成立等式 Z ( f ) = 0,从而对任意 Z G T c (5), 有括 
号 [ Z , 司 (/) 二 0. 但是根据上一目末尾的注知，由 （1) 得到在£上括号 [ Z , Z ] 横截于 
T C ( S ). 因此在£上一般切向量 Z e T (5) 被表示为形如 r e 和中向量的和，并且 
与括号成复比例的向量也是如此,从而对所有 CeE 和任意 Z G %(习，有 Z ( f ) = 0. 
由此得出，在所有 C G £，/对 TAS ) 中所有方向的导数都等于0,即 /k =常数. 


” A . M . Tumanov , On boundary values of holomorphic functions of several complex variables , 

Uspekhi Mat . Nauk 29 (1974), no . 4， 158-159. ( Russian ) 
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在最简单的情形，即£包含了 S 的开子集中，考虑/在与这个子集的相交复直 
线上的限制并对单变函数在边界的唯一性定理，由此容易得出结 论:在 的与该子 
集相邻接的邻域中/二常数，从而在 D 中处处为常数.这个结论对于 mes 2 n - i ^ > 0 

的情形同样成立;详细的证明可在阿慈恩伯格 （ L . A . Aizenberg ) 1 ^的文章中找到. □ 


1，为严格伪凸域，而函数/ G ^( D ) f ] C 2 ( D ), 使 

iE > 0,则/三 c (事实上，当 c 二0 


由定理1知，如果 DcC 


, n > 


得在集合 e c ao 上|/ 

时此论断由边界的唯一性定理得到,而当 c / 0时可将定理1应用函数0 = In |/|,其 

在 D 与 E 的邻域的交集上全纯 .） 当 

的情形时的反例是线性分式函数的有限积，这是[/的自同构.当 


常数，其中 


mes 2n - 


= c = 


1时这个结果不再成立：在单位圆盘 U cC 

1时，严格伪 

凸的假设条件是本质性的，它保证了 （1) 成立,而缺少了它此结果也不再 为真： 在双 
圆盘 C / 2 边界的开子集 {bil 

常数. 


n > 


< 1} 上函数 /(() = q 的模等于1，但/并非 


之2 


在单变量函数的边界性质的理论中，所谓的在圆盘 [7 中的内函数起了作用，这 
是一个在 [/ 中非常值的全纯和有界的函数,它的模当沿半径趋向 S = dU 时几乎处 

处趋向于 1. 图马洛夫 ( Tumanov ) 的定理表明当彡1时，在严格伪凸区域中不存在 


如萨都拉叶夫 （ A . Sadullaev ) 在1976年证明了：任意在严格伪凸域 D C C n ,n > 1 

中全纯而在某个非空开子集 EC 0 D 中有径向极限并且其模为1的函数是个常数. 

有一个被叫做内函数猜想，它说的是在空间 C 

内函数.但是在1982年列宁格勒的数学家阿历克山大罗夫 （ A . B . Aleksandrov ) 证 

明了 2 )对任意 n , C " 中的球甚至都存在内函数. 

后面的性质反映了空间 C ” 当 n 〉1时其中区域的边界的结构特点.在这样边 
界上的所有方向中可以区分开切方向和正交于这个复平面的 T 的方向.最后发现， 
全纯函数的边界行为在不同类型的方向上本质上不相同. 

作为出现所说的这些差异的例子,我们给出由丘尔卡所得到的结果 3) .为了叙述 

记如在点 C 的一个单位法向量，以 8^( z ) = \ Re(z - C ， k )| 
记点：到实切平面 T c { dD ) 的距离，并对固定的 a，fc > 0和 e ,0 < e < 1,考虑区域 

K ^{ zeD :\{ z -^)\ < (1 + a )6 c ( z ),\ z -(：\ 2 < k 6^ £ ( z )}. 

在方向 P 中，这个区域切于 aD ， 而在方向 T 中与它构成锐角（图 57). 事实 


1中的严格伪凸域里没有 


n > 




我们以 


= 


Vc 


( 2 ) 


1 ^L. A- Aizenberg, Some boundary properties of analytic functions of several complex variables ， 
Research on Contemporary Problems of the Theory of Functions of a Complex Variable, Fizmatgiz, 

Moscow, 1961, pp. 239-241. (Russian) 

2 ) A. B. Aleksandrov, The existence of 

2, 147-163; 英译本， Math. USSR-Sb. 46 (1983) ， 143-159. 

3 ) E. M. Chirka ， T7ze theorems of Lindelof and Fatou in C n , Mat. Sb. 92 ( 134 ) (1973), no.4, 

622-644; 英译本， Math. USSR-Sb. 21 (1973)，619 639. 


functions in the ball. Mat. Sb. 118 ( 160 ) (1982 )， 


inner 


no 
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上，如果 Z 属于图57中的超平面I,它通过沁和7^，于是|(2 - C^c)l = 从 

^ K c 的定义中的第一个条件自动地满足，而第二个条件给出了 e + rf < krj 1 ^ (C 
和 r； 的意思从图上可清楚看 出)； 交集3&门1是曲面 P + 铲二 AV+S 它在点 （ 切 

于 r c e . 如果^属于超平面 E , 它通过沁和 T c ， 于是|(2 - C^c) 

分靠近 （的; 在&定义中的第二个条件可由第一个条件推出，而第一个给出了 

rj 2 < (1 + a ) 2 r ) 2 ; 交集 P| H 靠近 C， 是 一 对相交的平面4 = ±\/2aT~Q^r/. 


Cl , 故对充 


Z —— 


m 57 


在单复变函数论中有一个定理，按此定理，在区域乃中的全纯和有界的函数且 

(: edD 时有极限，则按任意不切于汉0的方向 z — C 时它也 


当按照法方向 

趋向于同一极限（林德勒夫 ( Lindelof ) 定理).像简单例题所表明的，沿切方向的趋近 
必须排除：函数/(以 

它沿非切路径的极限等于零，而沿切路径时的极限却不存在.当 
所变化，它允许沿某些切方向的趋向，即复切方向.我们有 




在圆盘化 - 1| < 1} 中全纯且有界，而在边界点 z = 0 

1时情形则有 


= e 


71 > 


定理2 (丘尔卡).如果在区域 DCC 71 中函数/全纯与有界，且沿实的法方向 

(: edD (即沿直线之 =(: + tiy 0 teR) 它有极限 A 则当沿点;^ K c f]D,z-^ C 

时它有同一个极限，其中为在 （2) 中定义的区域. 


证明. 为简单起见，我们将对区域 D 为单位球的情形进行证明（一般情形可参 

看前面所引述过的丘尔卡的文章).不失一般性，设 C = ( ； 0, 1)； 因为这里的 <^(2：) = 

R vd 以表示在点 C 切于的复切平面（在所做的 C 
1 定义）而以 r A c = {(^, 1 - A ) ： ^ g c n ~ 1 } 表示平行于: r c 的一 


2 


1，故 w 
的选取下它由 
个平面. 


Z 


— Z 








我们来弄清楚交集 B x = T ^ f ] B 的样子.为此，我们用 C 引进紐的法线 

('0,1 - A). 交集 T ^ HdB 由条件 


{(% t ) : t G C }; 它与 R 的交点为 

1,〜=1 - A 定义，其中的第一个等式可改写为 


N 


CX 




2 


/~|2 _ 


2 


2 Re A — |A 


+ 11 -入 

故而 Ba 是在平面打中以 c A 为中心，半径为 i? A = V 2 ReA - W 的球 


Z 


z 




c \\ < R \} 

现在来弄清交集= r ^ n ^ c 的样子.在我们的情形下定义&的不等式是 

< k\Re ( z n - 1)\ 1+£ . 因为在 G 


(3) 


B x ^{zeT c x 


I \z — 


这样的 


1| < (1 + a)|Re (z n — 1)|, \ f z\ 2 + \z n 


2 


— 
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上之 n — 1 

平面 G 中的一个球，具相同的中心以及半径只纟= v / fclReAl ^- IAI 2 

< R f x }, | A | < (1 + a)|Re A . 


A , 故巧由不等式 | A | < (1 + a )| ReA |， 


| A | 2 , 即也是 


2 


l + £ _ 


< fc|Re A 


z 






B f x = {ze T c x 


(4) 


之 一 c 入 


球圮和 B a 的半径的平方比为 


2 


fc | ReA| 1+£ -|A 

2 ReA -| A | 2 

而因为我们有 | A / ReA | < 1 + a , 故当 A -> 0时 R f x /Rx 

因为由在 B 中/为有界的假设条件，设 \ f ( z )\ ^ A /, 故根据第9目的施瓦 

B \ 我们有 \ f { z ) — f ( c \)\ ^ 

属于法线 iV ^ 且当 A — 0时趋向于按照对单 

C 时/(4极限的存 

在性以及条件 | A | < (1 + a )| ReA | 也得到了 lim f ( c x ) = A 的存在性.因为 

入 — 0 

故由最后面的这个不等式我们有，当2 


2 


k\Re A 
2- | A || A/ReAr 




Rx 


0 


2 M 


c 入 I ，而如果之 G 则 


茨引理，对所有 

\ f ( z )- f ( c x )\^2 MR f x / R x 

变量的林德勒夫定理并将其应用于由当沿实法线 


z G 


Z —— 


Rx 


C\ 


J\\\ 


R，x 


0, 


Rx 


C 时 / ㈤ 有同一极限. 口 


A 


我们注意到，对于任意切方向定理的断言不再正确：函数 / b ) 

1 一 l 2 il 


在单位 


1 — Z\ 


2 


-—r ^ 2,而当2：沿曲面 1 一 ; Si 二 Az | 

的在点 C 切于 ae 地趋于边界点 （ = ( i , o ) 时具有不同的极限.对于具不光滑边界 


球 b c c 2 中全纯并有界,这是因为 |/( z )| < 




Z1 


的区域定理也不成立：函数/(4 

当沿不同直线 {^1 = Xz 2 }z -> (0,0)时有不同的极限 • 

注意一下在丘尔卡定理中所要求的函数有界性条件可以自动地由一些更少的要 

求所保证是有趣的.这类结果中的第一个是由德罗热诺夫 （ Yu . N . Drozhzhinov ) 和 
扎维雅洛夫 （ B . I . Zav ' yalov ) 在1982年得到的，他们证明了在一个区域 D C C n 的 

全纯函数，如果它在某个实 (n + 1) 维的并与 D 的边界相交的流形上有界，则它在 

非切方向趋向边界时有界.不久这个结果由胡鲁莫夫 （ Yu . V . Khurumov ) 给予了 
强化 D : 


在区域 p G C 2 : | q | <卜 2 |}全纯并有界，但 


之2 


1全纯，并具有 c 1 类边界，又对点 

CedD 存在 n 维 C 2 类生成流形 M C D [ j { C }, 则由/在 M \ { C } 上的有界性可推 
导出，它在任意以 （ 为顶点的非切的锥与这个点的邻域的交集上有界. 

由此定理可推出，在定理的条件下林德勒夫定理的结果仍然有效：沿 D 中某个 
非切路径趋向点 C 的极限的存在性可以得到沿任意通向这个点的非切路径达到同 


定理.如果函数/在区域 DcC 


，n > 


1 ^YU. V. Khurumov, On Lindeldf ’s theorem in C n ，DokL Akad. Nauk SSSR 273 (1983) ， no.6, 

1325^ 1328; 英译本 ， Soviet Math. Dokl. 28 (1983) ， 806-809. 
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一 极限的结论.这个结果在 

C : rr < % 2 }与 M =切= 0 } 的交集上有界，在沿实轴 

3 jt /4 通向 z ^0 时无界. 

如果在所证明的这个定理中复切方向起着所谓的正面作用（它可以在靠近边界 
时切于它而同时保持了函数的法向极限值)，那么在某一些问题中它们却起了负面的 

作用.我们用波列茨基 （ E . A . Poletskii ) 的例子来解释这点. 


1 时不成立：函数 /( Z ) 


在区域 D = {z e 

0 时它趋向 0 ,但在射线 


2 — 


argz 




例题 • C 2 中的复曲线 {4 -h Z2 = 1 } 沿 7 = P G : Imq = Im z 2 = 0 } 这条 

1 } ( 7 是在 C 2 的实子空间中的单位圆 


实 一 维的曲线切于球面 0S = {| 


+之2 


1 ) 


d 


d 


，而因为 q 和;^在7上为 


在点 zeae 的复切方向由向量 


—之1 


U — Z2 


dz 2 


dz 


d 


d 


，它切于 7. 故而在它的每 


实的，故在7的点上这个方向等同于方向 

个点上7有复切方向. 

映射/ : B — C 2 的坐标为 


一 X\ 


^2 


dx 


dx \ 


+ 之5， ,2( 之 ） = z l (^1 + 


⑸ 


1 ) 


fl( z ) 




并其雅可比 Jf ( z ) = 2 z 2 (l - 4 - 4 ) 在 B \ {幻= 0 } 中局部双全纯，特别地，它在某 

个严格伪凸域 dcb 中为双全纯,其中的这个区域的边界部分为球面 ae 中包含曲 
线 7 —段的一块.映射/连续地延拓到万中，并且把属于 ao 的曲线 7 那一段收缩 
为点 ( 1 , 0 ). 当然，像 f ( D ) = G 不可能是个严格伪凸域,这是因为在这种情形下，逆 

映射广 1 按照第63目的定理1,将在 G 中连续,从而不能把点 （1,0) 拉伸为曲线 7. 

我们可清楚看出，非严格伪凸域的边界可以包含有以全纯映射收缩成一个点的 
复曲线.已给出的这个例子表明在严格伪凸域的边界上，沿复切方向引出的曲线可 
以同样具有所谓负面的性质.因此，高维区域的双全纯映射的边界性质与平面区域 
的共形映射的性质有本质区别. 


66 . 唯一性定理和延拓 

我们从定义着手:设给出了区域 D C C 1 称集合 M CD 为唯一性集合 是说,如 
果对任意在乃中全纯并在中连续的函数/由条件 /| m 二 0 可以推出/三 0 . 
条件/ G C ( D \ JM ), 当然,重要的只是 Mf ] dD ^0 的情形. 

由内点组成的唯一性集合的最简单例子是区域的非空开子集或者它与实子空间 
的交（见第5目).这些例子可推广为 

定理 1. 任意生成子流形 M C P 是唯一性集合. 


证明.因为不恒为零的全纯函数的零点构成了余维 1 的解析集，故只要证明 M 

不可能属于这样的集合即可.设若相反， M C A , codim A = 1 ;如果 z e M 为正则 
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点，则 T Z ( M ) c T Z { A \ 而后者是个复超平面.但是对于生成流形则不是如此（见第 
17 目)，从而 M 应完全属于 4 的临界点集集合#也是解析的，但余维 fc > 2, 

并且按前面讨论，我们得到, M 应该属于这个集合的临界点集它是解集，其余维 

经过有限次这种论证我们便导出了 矛盾： 我们得出 M 应该属于一个实维小 

于 dim ] R M 的集合 .口 


转到边界集的讨论,我们先从解释应如何理解在区域边界上函数仅仅连续时的 
柯西-黎曼切条件开始.考虑更为一般的情形，此时 M C 为任意 CR - 流形， 

dim R M = r ， dim CR M = I > 0. 显然， 2 Z < r ， 并且如果 2 Z = r ，则 T^(M) = T C ( M )， 其 

中 （G M 为任意点，又由第 17 目的莱维-奇维塔定理知流形 Af 是复的. 

如同第64目中所表明的那样，在 M 上的一般切向量场具有以下结构：存在由 
I 个复向量场 Z 个反复向量场又,如果< r , 还有 r — 21 个实向量场组 

成的基.对应于此，双阶 ( l , m ) 的微分形式在 T C ( M ) 上的限制在 M 的每个点上有 
沿 Zj 方向的 Z 个微分，沿巧方向的 Z 个以及沿' 方向的 

1) 的形式同样的限制是一些形式的和，它们中的每一 
个缺少了一个沿方向的微分,而其余方向的微分都出现. 

以 ^{ M ) 记双阶 ( p , q ) 的微分形式的集合，其中的这些形式的系数在 M 的 

邻域中无限光滑.于是任意 CR - 函数有 


I 个微分,其中的 


m — 


d 双阶为 （Z 


m 


， m — 


df Ao|m = 0, 


⑴ 


事实上，因为根据上面所指出的, a | M 由那些包含沿除了 外的所有基方向的微分 
的项组成,故在否/与这个形式的乘积中需要考虑的只是/沿那些缺失方向的导数. 
但是在 M 上的柯西-黎曼切条件意味着对于所有 j = 1，…， f ， 有 Zj(f) = 0 (见第 

31目).故⑴成立. 

反之，如果条件 （1) 被满足,则由形式 a 的任意性可得到对所有 j = 1，…乂有 
Zj{f) = 0,就是说/为 M 上的 CR - 函数.故⑴是柯西-黎曼切条件的一种形 

式.显然，在这个条件下，可以换成是中所有具紧支集的形 
式的集合 X ( M ), 即其系数在边界她 T 的邻域中恒为零的形式的集合（对每个 
形式有自己的邻域). 

利用广义函数论的思想可以修改条件（1)，使得可将它应用到任意的连续（甚 

至只沿 M 局部可积的）函数.为此，先局限于函数/ G C \ M ), 并注意到对于任意 
a G 分， ^( Af ), 有 d(fa)\ M =0, 这是因为 fa\ M 包含了所有的沿方向》的微分.故 
在 M 上有 d(fa) = 0(/a) = df Aa + /0a, 并由斯托克斯定理，如果 a G &Q Tn ~ 1 (At) y 
即在 M 的边界上 a = 0,则 


9/ A a 


fda 


f a — f da 








dM 


M 


M 


M 


章几何理论的 一 些问题 


328 


在此基础上，可以说/满足在 ii / 上的 柯西-黎曼弱条件， 这是指它局部地在 
M 上可积并且对任意 a e ^ m - x ( M ) 


( 2 ) 


fda = 0 


M 


再回到边界的唯一性集合.我们记得，这种集合是区域 DcC n 边界的一个任意 
的 （2 n - 1) 维子集合 M (这可用把函数限制到于 M 相交的复直线上加以 证明； 参 
看第65目).在 ao 中低维的子集中一些也是唯一性集合,而一些则不是（单位双圆 
盘 C / 2 的骨架是个唯一性集合，而0 G 3 C / 2 : ^ - 1} 则不是，虽说两个集合都是实 


定理 2. 设 D C 为具 C 2 类边界的区域, 丽 AI 为 dD 中具相同光滑性的子 

集.如果 M 为生成流形，则它是唯一性集合. 

这个定理由平丘克在1974年所 证明； 不可能在此进行它的证明 1 \我们将只指 

出它基于这样的事实，即可粘合位于区域中的全纯圆盘到 M 上,而由这些圆盘构造 
出一个生成流形 MCA 使得所考虑的函数在其上为零，然后再利用定理 1. 


氺 1. 证明在 C n 中的实余维 2 的（ 7 1 - 流形，如果它不在任何一个点为生成的，则它是个超 
曲面 t 提示： 利用第 17 目的莱维 - 奇维塔定理」 

2 .设 D C C n 为具 C 2 — 边界的区域，它不包含复的超曲面（例如， D 为严格伪凸域).证明 

任意的 C 2 - 子流形 M C dD,dim R M = 2n — 2, 是个唯一性集合 .[ 提 示： 利用上面的题 1 和定 

理 2.] * 


边界的唯一性集合定理可以推广到全纯映射.设 D C C ” 为具有光滑边界的区 
^,EcdD 为生成流形，而厂 S — C m 为在 D 中全纯而在 S 中连续的映射.如 
果 M = /( F ) 为一个薄集（在其意义下表明存在在 M 的邻域中的多重次调和函数 

oo )， 则/是一个退化映射，即 f ( D ) 不包含内点 2) . 

最后还要考虑在一个重要定理的推广上，这是所谓的嵌入边定理，它也是由平 

丘克得到的 3) .这个定理由博戈柳博夫 （ N . N . Bogolyubov ) 在1956年证明，它在分 

析和数学物理中有许多重要的应用. 


并使得 


u 7^ 


以 M 三— 


— 00 , 


X )S. I. Pinchuk, A boundary uniqueness theorem for holomorphic functions of several variables, 

Mat. Zametki 15 (1974) ， 205-212; 英译本， Math. Notes 15 (1974), 116-120 . 这个定理依据另一个想 
法的证明可见 R. A. Airapetyan 和 G. M. Khenkin 的论文， Analytic continuation of CR-functions 
through the “edge of the wedge” ， Dokl. Akad. Nauk SSSR 259 (1981), no.4, 777-781; 央译本， 
Soviet Math. Dokl. 24 (1981) ， 128-132. 

) 参看平丘克 (Pinchuk) 前面定理 2 下面的脚注 , 也可参看 A. Sadullaev, A boundary uniqueness 
theorem in C n , Mat. Sb. 101 (143) (1976), no.4, 568-583; 英译本， Math. USSR-Sb. 30 (1976), 
501-514. 

3 )S. I. Pinchuk, Bogolyubov’s “ edge-of-the-wedge” theorem for generating manifolds. Mat 

94 (136) (1974) ， no.3, 468-482; 英译本， Math. USSR-Sb. 23 (1974), 441-455. 


2 


Sb 


砉 
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我们来叙述平丘克结果的一种简化形式.设在区域 Z ^ CC - 中给出了 n 个实函 
数％ G C 2 ( D ), 使得在集合 


{z e D ： (fi(z) = 

上有 A .-- Advp n ^ O , 且此集合非空.这表明》 = {zeD: %⑷二 0} 相交于 一 

般位置，并且它们的交集 M 为实 n 维流形. 

定理 3. 如果 M 是生成流形，且函数/+和/_分别在区域 

= {z e D : (fi(z) >()，••• ,(p n (z) > 0 }, 

D ~ = {z € D : < 0, … .， (p n {z) < 0} 

中全纯，并连续地延拓到 M 上，而在 M 上它们的值相等: /— Im = r | m , 则/+和 
/-可延拓为在 M 的邻域中的全纯函数 /• 


^ n (^) ~ 0} 


(3) 


M 




⑷ 


2的情形，并记 C/j = {z e D : (Pj(z) > 0}, U-j = {z G 


证明. 我们局限于 

D : 朽 ⑷ < 0}，j = 1，2; 又设另外的条件，即户被延拓到万 士 上，为 C 1 类函数.区域 

U ± u u ±2 构成了 D\M 的开覆盖，我们又令" 12 = /+, " 

因为 C / 12 = C / jH ^ = D+,U 

= 土 1, 土 2 是个全纯上闭链（参看第44目).让我们先假定第一库赞问题 

有解，即存在函数 / i a G ^( C / a ), 使得 、0 =如-‘或者更详细地， 


n = 


一 f ， 12二 ^21 = 0- 

U ^ f ] U ^ 2 = D -, 而三重交为空（图 58), 故 


- 1-2 = 


- 1-2 


— h 一 1 — h 一2, 


1-2 


(5) 


0 = /i-21 = hi — /l— 2, 

0 — /i_i2 = ^2 一 h 


— 1， 


由最后面两个方程式我们得到函数 


"2，在 C /2, 

/ l — i ，在 [/_ 


hu 在 ％, 


⑹ 


91 = 


在 C /-2, 


h-2, 
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分别在并集 C 4 IJ L 2 和％ U [ I 中全纯的结论.因为交集 dUif ] dU _ 2 = dU 2 f ] dU-i 
= M 按假设条件是个实余维 2 的生成流形，故它不可能是复的（参看前面定理2下 

面的习题).由第42目关于嵌入边的定理得出 仍和仍 可全纯延拓到 M 的邻域: 
设其分别为在图59中以 Gi 和 G 2 所表示的区域.但是这样一来函数仍-仍便在 
$ Gifl G 2 中全纯，而这个交集包含了 M ， 而正像由 （5) 和 （6) 看到的，这个函数 
在[/ 12 = D + 中等于/+，在 [/ 

延拓 /. 


D ~ 中等于/- 1 .因此，它给出了所需要全纯 


- 1-2 


U 


G 2 


图 59 


剩下的要证明全纯上链 { h aP } 是个上边缘，即它在全纯函数范围内可解（参看 
第44目).我们将按照在第 IV 章中的框架来进行证明，只是不用光滑函数而代之 
以广义函数来进行 1 \首先我们注意到，上闭链 { h aP } 在分段全纯函数范围内 有解: 


可令 


/_,在 11-2 中, 

在 W -2 中， 


/1 12 = /+,在 C / 12 中， 

在 c /_ 12 中, 


h—1—2 = — 


⑺ 


h 


f -2 — 


0, 


0, 


f -2 — h 等等.这些函数与全纯函数 


而其他的 /a = 0,于是 / l 12 = f 2 - / l , hi 
的偏离由它们对4的导数决定，这必须在广义函数的意义下加以理解.例如，如果 
^ g c ^{ u 2 ) 是个检验函数，即一个具有属于的紧支集的 c °° 类函数，则对于 


-2 


dh 


应理解为泛函 


dz 




h\2TZ=rdz Adz 


dz 


u 12 


(- 1 ) 


9 (^ 12 ^) 


dz v Adz A dzj ， 


dz 


4 


u l2 


2 


G) 


1,2 且 j p (我们考虑到在 C 2 中实的体积元为 


其中 


dz Adz = --dz A 


4 


> 对进一步利用广义函数论的结果可参看赫尔曼德尔的书，我们在第 41 目末尾已引述过 





§21. 边界性质 


331 


dz), 或者 


(― 1 ) 


dh 


d(hi 2 ip) Adz A dzj 




dz 


4 


u 12 


( _1 ) 


⑻ 


hi2^dz A dzj 


4 


Sinu 2 


(我们在这里用了斯托克斯公式 1 > 并考虑 到在況 / 2 的邻域中 4二 0). 

正像我们应该预期的，|_的支集集中在&门[/ 2 上类似地可计算广义函数 

;它的支集则集中在 A 门[/_ 2 上,但是在 这里& 的定义与前面的相反： 


9f-2 


dz 


(-1 广 


df 


-2 


，必 


h_i_2^dz A dzj 


⑼ 


dz 


4 


SiDU—2 


(参看图 58). 因为交集 SiAI 7 2 与等于 Af , 而在 M 上由假定有 / U 2 二 
/+ = /— = -/ i - i -2, 故公式⑻和⑼可以组合为一个:对任意函数0 e Cg °( D ), 有 


(~ 1 ) 




h^dz A dzj ， 

在 An % 中， 
在 2中 


4 


S 


" 12 , 


( 10 ) 


h = 


-h 


—1 _ 2， 


df±2 


其中&在 C /±2 的限制分别与广义导数 

因此，在 D 中整体定义了一个微分形式 a ; = Pl dz X + p 2 dz 2 , 它具有广义函数的 

系数，而其支集集中在&中.我们将证明它是闭的，即 
的意义等于零.事实上,对任意0 e C ^( D ), 我们有 

dpi dp2 

~ d ¥\ 


相等 


dz 


dpi dp 2 

OZ2 UZ\ 


= q 在广义函数 


( Q ^) 


^dz A dz 


4 


D 






dz A dz 


Pi 


— V 2 W X 


dz 2 


4 


D 






P2 


Pi 


5 O — 

dz\ 


' dz 2 /' 




e C ^{ D ), 故由公式 （10) 有 


而因为 


dz v 


hS^-dzAdz 




{ q ， 少) = 


h^—dz A dz 2 






dz 


4 Js 1 


4 J Sl 


2 


hd^ A dz 




4 J Sl 

由于我们给出的另外的对函数 /± 的假设条件，故可以应用它 
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但是在 &上" 满足柯西-黎曼条件，因此在那里有/ I 如二 d ( fup)，m d ( h ^) A dz 

d ^ h ^) Adz = d ( hipdz ), 从而斯托克斯公式给出了 


( q ^) 


d ( fupdz ) 


hijjdz = 0 7 




4 Jsi 


4 


dS 1 


这是因为在 aSi 的邻域中6 = 0,这表明在广义函数的意义下 g = 0. 

因为定理的断言是局部的，故不失一般性可假设 D 具有全纯性.于是每个具 
广义函数为系数的形式若在 C 中闭，则为恰当，即在 D 中存在广义函数〃，使得 

1,2). 由构造，我们有 p 


df ±2 


du 


，因此， 


du = u , 或者说 


Vv ( 


dz 


dz 


u 士 


h 士 2 , 我们则有 


/ 土 2 


df 2 


dh 


在 C /2 中， 


= 0 , 


w~ Vv 


oz 


o ， 在 c /—2 中 


~Pv = 


dz 


dz 


但柯西-黎曼方程的广义解是个全纯函数，这表明 /1 2 e h 

此之外，因为 函数％ 的支集集中在&上，故函数^在区域 c / ±1 中全纯，并可以 
令在 W 中 " 

"a/3 = 


釋 -2). 除 


G 


-2 


现在容易看出，对所有 aj = 土1 有 


在 C /_ i 中 /i 
hfl — h a , 就是说 { h al 3} 是个全纯上 边缘. □ 


—u 


— U 


我们注意到，在平丘克的定理的一般陈述中，如同博戈柳博夫定理中那样,只假 
定了 /±在 il / 上具有广义函数意义下的极限值，并且在这同样的意义下相等 . M 
为生成流形的假设是不可或缺的：例如，如果 il / 被包含在复超曲面中，则存在函数 
/ ± g 夕⑷勺在 m 上等于 a 但不能被延拓为一个全纯函数. 

博戈柳博夫的分类定理在 A / 是 C n 的实子空间 R n 的特殊情形时可由定理2 
推导出来.另外,在这个定理中还对函数户延拓到的区域给出了估计.它的证明可 

以在弗拉基米罗夫 ( Vladimirov ) 的书的§27中找到，该书在第40目末尾已有索引. 

博戈柳博夫定理与所谓的跳 跃问题 有关，这个问题是：在区域 DcC n 中存在 
实超曲面&它把 D 分成两部分和而在 S 上给出了函数/;要求将/表 
示为函数边界值的差的 形式： 


( 11 ) 


f = h +- h _, 


这两个函数分别在区域 At 中全纯.在这种情形下函数/有可能只是局部可积，并 
且这些边界值是在广义函数的意义下被理解的.在一般提法下的跳跃问题的解由丘 
尔卡得到1 

容易得到这个问题可解性的必要条件：函数/应该在^上满足柯西-黎曼弱 

1时的关系式 （2). 丘尔卡证明了这个条 


条件，即在 5" 上应满足在 I 


n 


i)E- M. Chirka, Analytic representation of CR - functions, Mat, Sb. 98 (140) (1975), no.4, 591-623; 

英译本， Math. USSR-Sb. 27 (1975), 526-553. 
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件对该问题的局部可解性也是充分的，而对于它的完全形式的解则需要要求，在区 
域 D 中具全纯系数的第一上同调群为平凡：= a 在各种不同类型的对曲 

ms 和函数/的附加条件下他证明了该问题的解具有相应的边界性质.例如，如果 
SeC k Kfe C k ( S ), 其中 fc > 1，则 e C k ~ £ ( D ± ) y 其中 ^>0 为任意，并且条件 

(11) 在通常的意义下得到满足. 

关于跳跃问题的定理已被应用于许多复分析的问题中. 


习题 


1. 设 D 为 C n 中的区域， K 启证明，对于任意全纯映射 f : D — K 具有一 
个且唯 一一 个不动点. 

2. 证明，如果双全纯映 射广 ： C 

中 Z ? 和 G 为 C n 中的有界区域,则极限映射/或者双全纯,或者把乃映成属于0乃 

的解析集. 


onto 


G 的序列在 D 的紧子集上一致收敛，其 


3. 如果双全纯映射 r 的序列在区域 D 的紧子集上一致收敛，则极 

限映射/或者双全纯，或者退化,其中退化的意思是在 D 上雅可比 J f ( z ) = 0. 

4. 设 D 为 C n 中的有界区域， K 为 D 中紧集.于是区域 P 的满足 e K 的 
自同构的集合在空间 0( D , D ) 中为紧，其中 a 为！）中某个固定点，而 没 ( D ， D ) 为 
具有在 D 中紧子集上一致收敛的拓扑. 

5. 如果外和仍是区域 D 到自己的全纯映射，且 # = <^0(^2 为乃的自同构， 

则和 V ^2 也是自同构. 

6. 称区域 DcC n 为齐性的是说，对任意一对点 a , 6 G A 存在/ e Aut A 使 
# /( a ) = b . 证明任意有界齐性区域是全纯域. 

7. 称区域 D C C " 的自同构^的一个群 r 为离散的是说，如果对一个固定点 
e D 的像 咖， 当在所有可能的 w e r 时，在 D 中没有极限点.证明，对 D 的任 

意自同构的离散群 r \ 级数 E I 冬 I 2 在 d 中任意紧集上一致收敛，其中冬为映射 


Z 




的雅可比. 

8. 设 r 为区域 DcC n 的一个离散自同构群，且 D / r 为下面关系的等价类集 

•• 〆 〜 〆 ，，如果存在 per 使得 cp ( z f ) = z ,f . 

如果区域 d 有界,而集合 D / r 为紧，则 d 为全纯域. 

9. 证明： 为了使管状锥 T = 双全纯等价于有界区域，其中 K 为 R n ( x ) 

中的锥，其顶点为 x 二0,当且仅当 K 不包含直线. 

10. 证明： 为了使管状全纯域双全纯等价于有界区域的充分必要条件为它的底 
不包含直线. 

11. 设 D 和 G 为 C n 中区域 ， n > 1，具有光滑边界.证明，如果 Z ) 为严格伪凸, 
而在汉；上存在使莱维形式具负特征值的点，则 D 和 G 不可能双全纯等价. 
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12. 证明，不存在双圆盘 C / 2 到球 W 的逆紧全纯映射，其中维数 n 为任意，同 
时到 C / 2 的映射也同样如此. 

13•设/ : C / — B n ,/(0) = 0为圆盘 [/ = {| C | < 1} 到球的全纯嵌入映射.如 

果中的伯格曼度量在 f ( U ) 上的限制等于这个嵌入将 C / 中的罗巴切夫斯基度量 
在 /([/) 上的诱导度量，则 /( C /) 是与一条复直线 Z 3 0的交. 

14. 证明，在任意双曲流形 M 上，小林度量诱导了 M 的拓扑，就是说，小林球 
的集合构成了 A / 在通常拓扑下的拓扑基. 

15. 证明，由 C 2 去掉了复直线 {之1 = 0}, {zi = 1}, {勿= 0} 和 {a =勿}得到的 

集合 A / 为双曲流形. 

16. 如果单变整函数/和 g 满足 / m +分 
的整数，则/和分为常数.[提示：证明曲线 {zf + ^二 1} C ( C 2 为双曲流形 •] 

17. (阿勃罗谢莫夫， （ A . V . Abrosimov )). 设5 = {( z , w ) E C 

光滑实超曲面，其中 t e R ， p 为实函数,而 Z = g + 为其上的柯西-黎曼切算 

子.证明，如果对 S 上的光滑 CR - 函数/成立恒等式 Z - +1 (/) = 0,则存在 z 和 w 

的 n 次多项式 P n , 使/ = A 


1，其中 m 和 n 为满足 


+ — < 1 


m 


t + iip ( z )} 为 


2 


S 


附录 


复位势论 


在这里由于需要将给出在基本内容之外的对某些专题作一个简略的综述.这些 
专题主要涉及调和函数的高维推广,而其与空间 cn 的复结构有关. 


1. 多重次调和测度 


在单复变函数论中的许多问题中，某个区域 Dec 的闭包中的子集 E 的调和 
测度起着重要的作用.它是那样的函数 u d { z , E \ 具在每点 2 等于在此点函数 w 的 
值的上确界，其中^属于 D 中次调和函数类 sh(D), 并且在 Z) 中非正但在 E 
上不超过 - 1 . 函数 cj d (z,E) 被证实在 D \ E 中为调和（这表明了这个名称的合理 
性)；要了解它的性质譬如可以去看哥鲁辛 (G. M. Goluzin) 的书《复变函数的几何理 


论 》 [Geometric theory of functions of a complex variable , 2 nd ed ., “ Nauka ” ， Moscow , 

1966; 英译本， Transl . Math . Monographs , vol . 26， Amer . Math . Soc .， Providence , 


RI , 1969.). (我们注意到,在这里所考虑的函数通过经典的 o ; 以公式_ = 1 

表达:这是由于我们宁愿处理次调和函数而不是上调和函数 .） 

转向区域 D C C'n > 1,自然地，要以在 D 中的多重次调和函数类 psh ( D ) 替 


—U) 


代 sh ( D ) 


( 1 ) 


彡0,以|五< —1} 


= sup { u ( z ) : u G psh ( D )， 


u 


但是当 n 〉 1 时,它在一般情形下非但不是调和的,甚至连上半连续都不是.故而代 
替我们去考虑它的所谓 的上正则化： 


u^)(z^E) = lim sup ud(z\E), 


(2) 
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它已经是上半连续了，因而在 D \ E 中为多重次调和.称这个函数为对于区域 D 的 
集合 的多重次调和测度， 或简短地称为 p - 测度 1 

虽然非正则化前的函数 o ； D 在集合 E 上等于 —1， 但在正则化后，它在 E 的某 
些点可能会进行向上的跳跃.称闭集合 ECD 为多 重正则 是说，如果这样的跳跃 
不出现，即 a ； 

C ( S ) Hpsh ( S ). 如果区域1?为强伪凸，而£ d 乃为多重正则的集合，则正如扎 

哈尔尤达 （ V . P . Zakharyuta ) 所证明的，函数在 D 中 连续. 

1时的函数满足 D \ E 中的拉普拉斯方程时，它的高维类比也与 

一个非线性偏微分方程相联系，这个方程被称做蒙日-安培 ( Monge - Ampere ) 方程. 

确切地说，这个方程在许多问题中是作为拉普拉斯方程的自然类比出现的，它反映 
了 C n 的复结构（这与高维的拉普拉斯方程不同). 

■ 

对于在区域 d c 中的 c 2 类函数，蒙日-安培复算子定义为算子 = l -dd 

(参看第 I 8 目）的 n 次外幂： 


1. 称区域 D 为强 伪凸的 是说，如果它有界并且它的定义函数 


d\e =— 




当在 


n = 


d 2 u 
dzj dzk 


n 2^ Zj A 庇 j 


(3) 


( dd c u) n = n \ det 


3= 


而在 C n 中的复蒙日-安培方程具有形式 2) 


d 2 u 

dzj dzk 


(4) 


( dd c u) n = 0 分 det 


当 n 二 1 时它与拉普拉斯方程相同. 

如果 u 为 C 2 类的多重次调和函数，则 dd c u ^ 0 (参看第38目).利用所谓流动 

形 ( current ) 的理论，贝德福德 ( Bedford ) 和泰勒 （ B . A . Taylor ) 3) 对任意连续的以及 

甚至只是局部有界的多重次调和函数的情形定义了广义的蒙日-安培算子. 

对在区域 d c c " 中的蒙日-安培方程的狄利克雷问题，在于求出在边界 ao 

上取已知值 W 的解.当 

推广到函区域 D C C n ,n > 1上，为此考虑函数 


1时解决这个问题的方法之一是佩龙 （ Perron ) 法; 将其 


n 




⑸ 


G psh(D),u\e D ^ 


uj(z) = sup{u(z) 


: u 


\ h ^ cj ( z f ) e psh ( D ). 如果 D 又是严格伪凸的，而 ^ 

，/ v 


以及它的上正则化 U ； *(z) 

C ( dD )， 则正如贝德福德和泰勒所证明的，/是狄利克雷问题的广义解 




】 ) 参看萨都拉叶夫 （ A. Sadullaev ) 的文章 Plurisubharmonic measures and capacities on complex 
manifolds, Uspekhi Mat. Nauk 36 (1981) ， no.4, 53-105; 英译本 ， Russian Math. Surveys 36 (1981 )， 

no.4, 61-119. 也可参看作者的书，它在第 60 目末尾引述过 . 

2) 在区域 D CM n 中的实蒙日 - 安培方程是指方程 det 


d 2 u 

dxjdxj^ 


= 0 ;在几何中它有重要 


作用 


3 )参看 E. Bedford 和 B- A• Taylor, The Dirichlet theorem for a complex Monge-Ampere equation. 

Invent. Math. 37 (1976), 1-44. 
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同样是这些作者，证明了蒙日-安培的连续多重次调和函数解 的极大性质： 如 

W：ue C ( D ) 是这样的解， 而 ve psh ( D ) f | C ( D ) 为任意函数，则 


⑹ 


=> u(z) ^ v{z), z e D 


dD 


dD 


上面所釆用的条件中.显然这个性质保证了对蒙日-安培方程的狄利克雷问题 
解的唯一性. 


定理 1. 如果 D 为伪凸域,而 D 为多重正则集合，则 p - 测度 cv * d ( z , E ) 在 
D \ E 中处处是蒙日-安培方程的连续解. 


\ dB 的 


证明. 设 B 危 D \ E 为任意一个球， 而 UB 为 ( dd c u) n = 0的 u\ dB 

C ( D ) T , 则这个问题的解在 B 中存在并连 


狄利克雷问题 的解； 在假设条件 
续.由极大性质⑹知，在 B 中处处有 u B ( z ) ^ u * d ( z , E ). 因此函数 




当 Z 6瓦 

(2,五)，当2 6乃\否 

属于 psh ( D ), 因它是两个多重次调和函数的上确界.它在乃中非正（因为它只可能在 
B 中取得正值，从而在此达到极大值,这与多重次调和性相矛盾）并在五上等于- 1. 
因此，根据 P - 测度的定义，在 D 中有小）< 特别地， u B { z ) ^ lv * d ( z , E ) 

在 B 中成立.将此与上面所得到的反向不等式结合一起便得到：在5中与蒙 

日-安培方程的解相合 .口 


Ub(z), 




注.由此证明看出，在 D 中的任意连续的多重次调和函数，若在子集 C 唼 D 
中具有极大性质，则在乃中为蒙日-安培方程的广义解. 


我们来指出 p - 测度与薄集（即 D 的 一 个子集，在其上 一些关 - OO 的 psh ( D ) 
中函数等于 - OC , 参看第66目习题2下面的叙述）的 关联； 称这种集合 为多重极集. 
根据极大值原理 , p - 测度0^(2, E ) 或者在 D 中处处不为零,或者三 0. 萨都拉叶夫 
( A . Sadullaev ) 证明了（参看附录一开始的脚注所引述的文章),最后面的这种情形刻 

画了多重极集的特性. 


定理 2. 如果区域 D 为强伪凸，则一个集合 E C D 为多重极集当且仅当 

( z , E ) = 0 . 

我们还注意到了所 谓双常数定理 的一个推广, 它 直接由 p - 测度的定义得出. 


定理 3. 设在区域 DdC n 中的多重次调和函数％在某个集合 ECD 上满足 
m , 且在 D 中处处不超过 M . 于是对所有2 G D 有 

u(z) ^ M (1 + E)) — mco} ) (z, E). 

P -测度的另一个应用可参看譬如作者的书，它已在第60目的末尾引述过 


⑺ 
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2. 不变格林函数 

区域 DcC 的格林函数是拉普拉斯方程的在定点 weD 具有 In 
点而在 dD 等于零的基本解.我们将描述属于坡列茨基 （ E . A . Poletskii ) 的关于它 

在高维的推广，这个推广反映了复 结构; 拉普拉斯方程的角色在此再次被复的蒙日- 
安培方程所代替. 

在区域 D c C n 中，我们取定两个不同点 2 和 W ， 并考虑单位圆盘 C7 c C 到 D 
的全纯映射/使得/(0) = 2,并记 


型奇 


以 /( 之，切 ) 二 〉 : ^1/ In | Ciy Ij 

ce/- 1 ( 忉） 

其中的和取遍点 w 的所有的原像 G e C /， 而 b 为/在点 G 的重数（参看第] I 章 
的问题 1); 如果这样的逆像不存在,则令~二 0. 我们称函数 


( 1 ) 


Qd{z,w) = inf Uf ( z , w ) 


( 2 ) 


为区域乃的以 m 为奇点的格林函数,其中的下确界取自所有的全纯映射/ : U 


A / ⑼二 


显然， 9d(z,w) ^ 0,而在 it ; 邻域中的有界区域中有 qd{z,w) = ln|z + 0(1)， 

其中 0(1) 为有界函数.也 显然奶 对于双全纯映射为不变,这也说明了它的名字的 
合理性. 


下面的结果的证明可在别列茨基 （ E . A . Poletskii ) 和作者的文章《不变度量 


{Invariant metrics )^ 中找到，它发表在 Itogi Nauki i Tekhniki : Sovremennye Prob - 
lemy Mat .: Fundamental’nye Napravleniya , vol .9, VINITI , Moscow , 1986, pp .73-127; 
英译本 in Encyclopedia of Math . Sci ., vol .9 (Several Complex Variables . IK ), Springer - 
Verlag , Berlin , 1989. 


定理 l . 在对任意固定点 weD 的函数处)是在区域乃中的对 z 的多重次调 


和函数 


定理 2. 函数如(2，）可以由关系式 


(3) 


gD ( z , w ) = sup v w ( z ) 


定义,其中的上确界取遍在 Z ) 中所有非正函数 〜 e psh ( D ), 其在点 ti ; 的邻域中具 

有形式 In \z - w \-\ - 0(1). 


定理 3. 如果 DcC - 为强伪凸域，则函数 g D ( z , w ) 在 D 中对 2 满足复蒙日 


安培方程 


1时函数与经典的格林函数相等. 


推论 • 当 
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不变格林函数与卡拉泰奥多里和小林度量的不变性有关.我们称 


(4) 


Ci(z,w) = inf ln ( l /\ f w ( z )\} 


为区域 DcC n 的 卡拉泰奥多里函数， 其中的下确界取遍所有全纯函数尺 ： D 

U , f w ( w ) = 0•称 


ki ( z , w ) = sup { l /| C |} 

为区域 D 的小林函数， 其中上确界取遍所有全纯曲线 f 'U 一 DJ z (0) = &而 C 为 

€ D \{ z } 中的原像，其中 w 具有极小模.这些函数分别以简单的关系式与卡拉 

泰奥多里距离 c D ( z y w ) 和与小林“单链环距离” k ( z , w ) 相关联（见在第58目的定 
理1后面的习题). 

两个函数^，/^相对于自身的变量都是对称的，并且对这些变量中的每一个都是 

下半连续的.在有界区域乃的点 w 的邻域中，它们两个都具有形式 - In \ z - w \- hO ( l ). 
不难看出，这些函数对于区域 D 的不变格林函数以两个不等式相关联 


(5) 


占 


⑹ 


ki ( z , w ) ^ - g D ( z , w ) ^ ci ( z , w ) 


卡拉泰奥多里函数 c ^ z . w ) 在固定其中一个变量时对另一个变量为多重次调和, 
而小林函数并不总具有这个性质.如果它具有了这个性质，则 - ki ( z , w ) e psh(D 
D ), 又由 （6)， 有> qd { z , w )\ 再考虑到 - fci 所必需具有的形式的奇异性, 
由定理2便推出在这种情形下有 ki ( z , w ) 三 - gD (2, w ). 如果对某个区域 D 卡拉泰 
奥多里距离 CD 与小林距离万 D 重合，则幻三 c 1; 由于（6)，则这些函数都与 id 相 
等，从而是多重次调和的并满足蒙日-安培方程的条件.勒姆佩尔特 （ L . Lempert ) 
证明了这三个函数对所有几何凸的区域 DcC n 都相等（参看第62目开始部分的 

脚注所引述的 Lempert 的文章). 


X 


3. 伪凹集合 

称区域 DCC - 的闭子集合是 伪凹的 是说，如果它的补集 D \ E 是伪凸的.按照 
丘尔卡的想法，我们考虑与这种集合有关的一些结果.这些结果集中地围绕在第42 
目的关于奇异解析集的哈托格斯定理周围.因为全纯函数的奇点集是伪凹的，故哈 

托格斯定理可以如此来叙述：如果伪凹集 E = {( z , w ) : zeD . weC } 是某个函数 g 
的图像，则此函 数在乃 中全纯. 

我们需要一个对于多重次调和函数的局 部极大原理， 


psh ( J 9). 于是对任意区域 


定理1 .设5：为区域 D CC 71 的伪凹子集，且 

G 运 D 有 


⑴ 


max u 


max 
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在 内点# eG 达到，而 

mu 可假定为严格多重次调合的，而此极大是严格的（参看第38目).于是实超曲面 
S ^{ zeG : u ( z ) = M } 除 去点# 外整个位于 S 之外.因为使> A / 的集合不 

是全纯域，故而存在全纯圆盘族&，0 <《< 1,其在 S 之外且当 f — 0时趋向于圆盘 

5 0 ,并且 aSo 也在 S 之外，但有& 3 根据连续性原理（第36目)，于是5：的补 

集不可能是全纯域 .口 


< AL 不失一般性，函 


证明.设 M 


max u 

T.ndG 


E 门 G 


下面，我们假定 E c D x C , 其中 D c C n , 并且投射兀： E — D 是逆紧映射 1 

对于 z £ T, z — {w G C : ( z , w ) G E }. 

我们需要以下的论断：在乃 C C 中上半连续的函数^ > 0具有次调和的对数， 
条件是：对于 \ e p \(f 成立极大值原理，其中 p = p ( z ) 为任意多项式.证明的思路基于 

这样的 事实： 如果 Rep + lnv . 具有这个性质，则 h + lmp 也有这些性质，其中的 /i 

为任意调和函数,从而由此容易推出 In W 的次调和性. 

引理 1. 如果 D 为 C n 中的区域， EcDxC 为伪凹集,而 w 6 psh(D x C ), 贝 IJ 


函数 


u ( z , w ) G psh ( D ) 


( 2 ) 


H Z ) 


max 


证明 . r 的上半连续性是显见的，从而只需要断言它在任意复 直线/ 上的限制 
4 lf]D 中为次 调和； 故而不失一般性可以假定 Dec . 只要证明对函数 | e ^| e 11 成 

立极大值原理，其中 p 为任意多项式即可. 

设 [/ € D 为圆盘并在其中的点％达到极大值，其中 


e P(^o)\ e ^nrW) 


e P( 2 ())| e ^( 2 o) = 


max 


但是函数 \ e ^\ e u ^ e psh(D x C )， 而集合 5： 伪凹，因此按照定理 1 有 


e p ( z ) \ e v(z \ 


e P (^)| e ^(^^) 


e P (^>)| e ^(2()) ^ 


max 

zedu 


max max 

z^dU w^ ： Yl z 




从而成立极大值原理. □ 


由此引理对 A : 进行归纳可得 


设 D 为 C n 中的区域，函数 u ( z ， w ) 在 x 中为多重次调和，其中 

, w k ) eC k . 如果 EcDxC 为伪凹集，且 g 二5： 


引理 


參 


x E 2 (fc 


z E D y w = ( w \, 

次)，则函数 


X 


(3) 


( z , w ) G psh ( D ) 


咖) 


max 




1〉 我们可以用线性分式变换做到 这点： 考虑 E c C -+ 1 与通过定点 a e €-+!\ E 的复直线的交 
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冈洁在1934年得到了哈托格斯定理的一个推广，但是直到1962年由于西野 
( T . Nishino ) 的文章它才被认同.西野的证明基于他所得出的一个定理，这是关于函 
数 In diam E , 的多重次调和性的，其中的 S 为伪凹集.我们将给出这个定理的更强 
形式，在这个形式中集合的直径被它的容积所替代.我们记得， 一 个闭集 ECC 
的容积是指数 


2/{ k ( k - l )) 


n 


(4) 


cap E = lim 


U)i — Wj 


max 


k 




eE 的 位置； 因为所考虑的序列递降，故 


其中的极大取遍所有可能的点 
此极限存在（参看在附录开始部分所引证的哥鲁辛 ( Goluzin ) 的书). 


,Wk 


定理 2. 如果 D 为 C n 中的区域， Sc ^ xC 为伪凹集，则 cap 匕在 D 中为 
对数多重次调和的. 


为匕中的不同点，则函数 in n 


证明.如果 

其中的积与和取遍所有的组对于 
多重次调和函数.于是由引理2得到,对所有 A : 有 


Eln 


Wi — Wj 

( w u …为 c k 中的 


w 


忉 1 ,… ,W k 


2 


inn 


⑸ 


Wi — Wj \ G psh ( D ) 


4 ㈤ 


—- - -max 

k(k - 1) 

因为 In cap K = lim 知⑷，而 知 ( 2 ) 当 fc 增大时减小，故 In cap S 2 G psh ( D ). □ 


k 


利用定理 2 可以给出上面提到的西野对岡洁定理的大为简单的证明 


定理 3. 设 D 为 C n 中的区域，5： C DxC 为伪凹集.如果对非多重极集 M C D 

中每个点 A 分层 S 2 由有限个点组成，则 S 为解析集. 


证明•记碼 = {z e M : card E 2 ^ j }, 其中 card 表示点数；这是个递增的集 


合序列，它穷竭了 M . 由 p - 测度的性质知，其中至少有一个集合是非多重极的，设 

而因为它在乃为多重次调和，而 A 4 为非多重 


其为 M k . 于是函数 
极的，故 4+ i (^) 

立,从而由哈托格斯定理（第42目的末尾）知 I ：为解析集. □ 


M k — — 00 ， 

在整个 D 上成立.由此推出 card Kk 对所有 zeD 


oo 


最后，我们注意到，萨都拉叶夫 （ Sadullaev ) 在 一 系列的工作中对于伪凹性的概 

念，在以有理函数逼近多复变函数的问题中进行了实质性的应用. 


闭链的指数， 102 

边界的唯一性集合定理, 328 
博戈柳博夫定理, 328 

博赫纳-塞韦里 （ Bochner-Severi ) 定 

理,157 

博雷尔 （Borel) 引理， 296 
伯格曼度量，280, 293 
伯格曼函数，278, 280 
伯格曼形式, 279 

泊松括号，321 

不变格林函数，338 

不可约函数，119 


A 


阿贝尔引理，18 

阿尔福斯引理，294 

埃尔米特度量形式，94 

埃尔米特流形，292 

埃尔米特内积，2 

埃尔米特形式，93 

正〜，94 

按齐次多项式展开的级数，34 

奥斯古德 (Osgood) 

〜 定理，269 

〜条件，267 
〜 引理，24 


C 


层，137 

层的截影，137 
除子，235 

亚纯函数的〜，216 

正〜，235 
主〜 ，235 

丛的截影，130 


B 


半度量，282 

薄集，328 

贝恩克- 施坦 (Behnke-Stein) 定理，173 
贝恩克-佐默 ( Behnke-Sommer) 定理， 


176 




复切平面 ， 89, 91 
复射影空间，4, 59 

复直线，3 
复总图表, 58 

富比尼-施图迪度量，5, 100, 293 


D 


单值化定理，105 
狄利克雷 ( Dirichlet ) 问题，16 

第二（乘法）库赞问题，235, 237, 240 
第一（加法）库赞问题，217, 223, 233 
对偶原理, 254 

对数凸集, 29 

对形式的积分，73 

多比尔特 （ Dolbeault ) 定理 ， 232 

多项式凸包，168, 212 

多圆盘，6 

收敛〜，30 

多圆形区域，7 
多重次调和测度，336 
多重次调和函数，185, 186, 306 

多重调和函数，15 
多重极集，337 


G 


冈洁 (Oka) 定理， 239 
冈洁-韦伊定理, 172 
格拉斯曼流形， 59 

格劳尔特-雷默特 （ Grauert-Remmert) 

定理 ，191 

格里菲思 (Griffiths) 引理， 303 
格林定理， 296, 297 

共轭收敛半径, 30 

骨架，6 

管状区域， 10, 199 
光锥, 69 

广义单位圆盘， 42 

广义上半平面，10 


F 


法图 ( Fatou ) 的例子，51，296 
反对合，85 

非全纯扩张的区域，183 

费弗曼 ( Fefferman ) 定理，309 

辐角原理，265 

福雷里 ( Forelli ) 定理，35 

覆叠，110 

分歧〜，127 
全纯〜，104 

万有〜,111 

复超平面，2 
复超曲面，122 
复函数论，6 
复空间，1 

复平面，3 


H 


哈托格斯 ( Hortogs ) 

〜 半径，192 

〜 定理，209, 211 

〜 基本定理，26 

〜 级数，32, 194 

(区）域，8, 33, 201 

延拓定理，161 

引理，25 

函数的极（点）集 ， 2 M 

核函数，274 

赫尔曼德尔 （ tKrmander ) 定理, 224 
赫费尔 ( Hefer ) 定理，150, 242 
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柯西不等式 ， 19 

柯西积分，17 

可微函数，12 

克莱因 (Klein) 二次曲面， 61 

克内泽尔 (Kneaser) 定理， 2 0 7 
克瓦克 (Kwack) 定理， 299 


J 


基本群 ， 108 

极大模原理， 20, 175 

极大性性质 ， 337 

极大值原理 ， 40, 62, 191 
极点, 215 

嘉当 (Cartan) 定理， 49 

嘉当-图伦 (Cartan-Thullen) 定理， 169, 


L 


拉普拉斯算子，16 

莱维- Krzoska 定理，183 
莱维问题，183, 243, 244 

莱维形式, 321 

莱维行列式，213 

赖因哈特（区）域，8, 28, 200 

勒雷 ( Leray ) 公式，148 
勒雷理论，257 

勒雷上边缘算子，261 

雷默特定理，268, 310 

黎曼延拓定理，162 

里奇 （ Ricci ) 形式，300 
连续性原理，176 

链，284 

列维-齐维塔定理，92 

临界点，120, 121 

零点的阶，265 
留数，254, 256 

对数〜 ，264 
留数定理，254 

留数类，262 

刘维尔 ( Liouville ) 定理，22 
流形，58 


206 


结式 ，118 

解析集， 120, 125, 127 

〜的定义函数， 126 
〜 的维数，122 
〜 的正则点，120 
不可约〜，122 

零 维 〜，124 

局部定义的， 179 
局部伪凸， 179 
局部伪凸域， 197 
局部坐标， 57 


K 


卡拉泰奥多里 (Caratheodory) 

〜 度量， 281，283 

〜 距离， 281，286 

凯莱 (Cayley) 变换 ，42 
凯勒 （ Kohler) 流形， 292 

柯西-凡塔皮耶 ( Cauchy-Fantappie) 

公式 ， 146 


柯西-黎曼 

流形 ，318 

切条件， 154, 155, 245, 327 
切向算子， 154 

条件，12 

柯西-庞加莱定理，77 


复〜 ，58 

极大 复〜， 92, 318 
全纯可分的〜，203 
全 实〜， 93, 318 
生成〜，93, 318 


r\j 
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龙格 （ Runge ) 区域，153 

鲁歇 ( Rouche ) 定理，266 
罗巴切夫斯基度量，287, 294 

洛朗级数，33 

洛伦兹 ( Lorentz ) 度量，71 


平丘克定理，306, 313, 328 
普吕克 ( Plucker ) 坐标，60 


Q 


奇点集的消去定理，15 

嵌入边定理，207 
强伪凸域，336 

切丛，136 
切空间，133 

实〜 ,135 

切向量，133 
切锥，127 

丘尔卡定理, 324 
全纯（区）域，196 
全纯包，203 
全纯丛，132 

全纯函数，13 
全纯扩张，164 
全纯区域，165 

全纯曲率，293, 294 

全纯曲线，37, 175 
全纯同构，43 

全纯凸，171, 197 

全纯凸包，168 
全纯凸域，168, 206 

全纯映射，37 

全纯圆盘，175, 184 


M 


马丁内利-博赫纳公式，145 

麦克斯韦方程，79, 83, 247, 248 

蒙日-安培方程，336 

蒙泰尔性质，290, 291 

闵可夫斯基空间，62 


复 


63 


复〜 的欧几里得子空间，87, 132 
复射 影〜， 65 


N 


逆映射和隐函数定理，38 
扭转子，65 


o 


欧几里得 


度量，3 
体积形式, 300 


P 


R 


判别式，118 

庞加莱问题，242 
庞加莱形式，103 

彭罗斯 （ Penrose ) 变换， 65 , 83 
皮卡 ( Picard ) 定理，295 

皮卡定理, 298 
皮卡小定理，304 
平丘克-辛钦定理，309 


容积问题, 341 


S 


萨都拉叶夫 ( Sadullaev ) 定理 ， 323 

塞尔 ( Serre ) 定理，237 
上闭链，218, 219, 225 
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上边缘，218, 220 

上边缘算子，225, 227 

上链，224 

上同调群，73, 225, 237 
施瓦茨引理，41，294 

实超平面, 2 
实子空间，2 

双常数定理，337 

双曲流形，287, 290 

完全〜 ，291 
斯托克斯公式，75, 76 


〜 预备定理，114 

无定义点, 215 


X 


希洛夫 ( Shilov ) 边界，20 

向量场，137, 318 

小林 ( Kobayashi ) 

〜 度量，284, 287 
〜 距离，285 

形式的微分, 73 


Y 


T 


压缩性性质，282, 287 
亚纯函数，214 

亚纯曲线，211 

严格多重次调和函数，186 

严格伪凸域，181，182, 195 

一般切平面，318 

有界型的区域, 273 
有理凸包，168 

预层，139 
圆盘条件，291，292 

圆形域，9 


提升，104 

跳跃问题，332 
同步延拓引理，169 


W 


微分形式，72, 95, 137 

闭〜， 73 
恰 当〜， 73 

全 纯〜， 73 

韦伯斯特 ( Webster ) 对称原理，314 

韦伊 ( Weil ) 


Z 


〜 定理，150 

〜集， 150 

〜 区域，150 
唯一性定理，19, 62 
唯一性集合，326 

维尔丁格 （ Wirtinger ) 定理， " 
伪凹集，339 
伪凸域，194, 197 
魏尔斯特拉斯 （ Weierstrass ) 

〜 除法定理，116 

〜多项式，115 


在一点的伪凸域，181 

障碍，165，166 

整体定义函数，242 
整体伪凸区域，194, 195 
整体伪凸性，192 
正合序列，230, 231 

转移矩阵，131 

自同构 


多圆 盘的〜 , 45 

广义上半平面的〜，46 
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球 的〜， 43 

全纯〜，43 

闵可夫斯基空间 的〜， 69 


P - 平面，81 

CR - 函数，154 
CR - 流形，318 

C - 可微性，12 

C 」 齐性范数，40 

k — 维链，74 

R - 可微性,12 

Wong 定理，308 
d ~ 问题，222, 224, 231 


其他 


平面族，67 

平面,81 

P - 平面族, 67 


OL — 


Ct — 



